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�°¥¤« £ ¥¬»© ª®­±¯¥ª² «¥ª¶¨© ±®¤¥°¦¨² ¡�®«¼¸³¾ · ±²¼ ²®£®, ·²® ¡»«® ¢ ¤¥©-
±²¢¨²¥«¼­®±²¨ ¨§«®¦¥­® ¢ «¥ª¶¨¿µ. �­¥±¥­» ² ª¦¥ ­¥¡®«¼¸¨¥ ¤®¯®«­¥­¨¿, ª ± -
¾¹¨¥±¿ ¬¥° ± ­¥·¨±«®¢»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ­¥ª®²®°»¥ ±¯¥¶¨ «¼­»¥
¢®¯°®±», ¨§« £ ¢¸¨¥±¿ ¢ «¥ª¶¨¿µ, ¢ ª®­±¯¥ª² ­¥ ¢®¸«¨.

0.1 �¢¥¤¥­¨¥

� ²¥®°¨¨ ¬¥°» ¨§³· ¾²±¿ ´³­ª¶¨¨ (­ §»¢ ¥¬»¥ ¬¥° ¬¨),  °£³¬¥­² ¬¨ ª®²®°»µ
¿¢«¿¾²±¿ ±¨±²¥¬» ¬­®¦¥±²¢1,   §­ ·¥­¨¿¬¨ | ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ·¨±« , ¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡-
¹¨¬ ®¡° §®¬, ½«¥¬¥­²» ¢¥ª²®°­»µ ¯°®±²° ­±²¢ ¨«¨ ¤ ¦¥ ¯®«³£°³¯¯. �­ ·¥­¨¥ ² -
ª®© ´³­ª¶¨¨ ­  ¢±¿ª®¬ ¬­®¦¥±²¢¥, ¿¢«¿¾¹¥¬±¿ ½«¥¬¥­²®¬ ¥¥ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿,
­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥°®© ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  (®²­®±¨²¥«¼­® ½²®© ´³­ª¶¨¨); ¢ ¯°¨«®¦¥­¨¿µ
½²® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¤«¨­ , ¯«®¹ ¤¼, ®¡º¥¬, § °¿¤, ¬ ±±  ¨«¨ ±¨«  (¢¥ª²®°), ½­¥°£¨¿, ½­-
²°®¯¨¿ ¨ ².¤. �® ¢±¥µ ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ ¯°¨¬¥° µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿
¬­®¦¥±²¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¬¥°³, ± ¬® ¨¬¥¥² ¬¥°³ (¯°¨·¥¬ ° ¢­³¾ ±³¬¬¥ ¬¥° ±®±² ¢«¿¾-
¹¨µ); ¨¬¥­­® ½²® ±¢®©±²¢®  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¨ ª« ¤¥²±¿ ¢ ®±­®¢³ ®¡¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿
¬¥°». � «¥¥, ¥±«¨ ­¥ ®£®¢®°¥­® ¯°®²¨¢­®¥, ±·¨² ¥²±¿, ·²® ¢±¥ ½«¥¬¥­²» ° ±±¬ -
²°¨¢ ¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¬­®¦¥±²¢ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® ­¥¯³±²®£®
¬­®¦¥±²¢  
 .

�ª ¦¥¬, ·²® S | ­ ¨¡®«¼¸ ¿ ±°¥¤¨ ±¨±²¥¬ (¨§) ­¥ª®²®°®£® ª« ±± , ¥±«¨ ®­  ± ¬ 
®²­®±¨²±¿ ª ½²®¬³ ª« ±±³ ¨ ¥±«¨ ¢±¿ª ¿ ¤°³£ ¿ ±¨±²¥¬  ½²®£® ª« ±±  ¿¢«¿¥²±¿ · ±²¼¾
S;  ­ «®£¨·­®, S | ­ ¨¬¥­¼¸ ¿ ±°¥¤¨ ±¨±²¥¬ ­¥ª®²®°®£® ª« ±± , ¥±«¨ ®­  ± ¬ 
®²­®±¨²±¿ ª ½²®¬³ ª« ±±³ ¨ ¥±«¨ ®­  ¿¢«¿¥²±¿ · ±²¼¾ ¢±¿ª®© ¤°³£®© ±¨±²¥¬» ½²®£®
ª« ±± ; ®·¥¢¨¤­®, ·²® ­ ¨¡®«¼¸ ¿ ±°¥¤¨ ±¨±²¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­®£® § ¤ ­­®£® ª« ±± 
(¥±«¨ ®­  ±³¹¥±²¢³¥²) ¥¤¨­±²¢¥­­ , ¨ ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥©.

�¨¦¥ §­ ª®±®·¥² ­¨¥ A � B ®§­ · ¥², ­¥±²°®£®¥ ¢ª«¾·¥­¨¥, ².¥. ®§­ · ¥², ·²®
A ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ ¬­®¦¥±²¢  B (¨«¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ ¢ B), ¡»²¼ ¬®¦¥²,
±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬ ± B. �«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ¬­®¦¥±²¢  A ·¥°¥§ 2A (= fB : B � Ag)
®¡®§­ ·¨¬ ±¨±²¥¬³ ¢±¥µ ¥£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢. �® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, B4C (±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿
° §­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ B ¨ C ) § ¤ ¥²±¿ ° ¢¥­±²¢®¬ B4C = (B nC)[ (C nB) ¨«¨, ·²®
° ¢­®±¨«¼­®, ° ¢¥­±²¢®¬ B4C = (B [ C) n (B \ C) .

�±«¨ S | ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢, ²® ¤«¿ ª° ²ª®±²¨
¢¬¥±²® [

A2S
A � [fA; A 2 Sg ¯¨¸³² [S ,

1�»° ¦¥­¨¿ \±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢" ¨ \¬­®¦¥±²¢® ¬­®¦¥±²¢" ±·¨² ¥¬ ±¨­®­¨¬¨·­»¬¨; ®¤­ ª®
­³¦­® ®²«¨· ²¼ ½²¨ ±¨±²¥¬» (±·¨² ¾¹¨¥±¿ ¯°®±²»¬¨, ¨«¨ ­¥¨­¤¥ª±¨°®¢ ­­»¬¨) ®² ² ª ­ §»-
¢ ¥¬»µ \¨­¤¥ª±¨°®¢ ­­»µ ±¥¬¥©±²¢" (¨«¨, ª° ²ª®, \±¥¬¥©±²¢") ¬­®¦¥±²¢. �¥¬¥©±²¢® (¨«¨ ¨­-
¤¥ª±¨°®¢ ­­®¥ (¬­®¦¥±²¢®¬ I) ±¥¬¥©±²¢®, ¨«¨ ¨­¤¥ª±¨°®¢ ­­ ¿ ±¨±²¥¬  ¨«¨ ¨­¤¥ª±¨°®¢ ­­ ¿
±®¢®ª³¯­®±²¼) ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¡º¥ª²®¢ (¢ · ±²­®±²¨, ¬­®¦¥±²¢) Mi (£¤¥ \¨­¤¥ª±" i ±·¨² -
¥²±¿ \¯°®¡¥£ ¾¹¨¬" ¬­®¦¥±²¢® I ) ¿¢«¿¥²±¿, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ¬­®¦¥±²¢®¬ (³¯®°¿¤®·­¥­­»µ) ¯ °
f[i;Mii : i 2 Ig ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ®¡»·­® §­ ª®±®·¥² ­¨¥¬ ¢°®¤¥ fMigi2I , (Mi)i2I ¨ ².¯.; ¤°³-
£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ½²® ­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ I , §­ ·¥­¨¥ ª®²®°®© ­  ½«¥¬¥­²¥ i | ®¡º¥ª²
Mi . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ®¡º¥ª²®¢ ­ §»¢ ¥²±¿ ¨­¤¥ª±¨°®¢ ­­®¥ ¬­®¦¥±²¢®¬ (®¡®§­ · ¥¬»¬ N;
N= f1; 2; 3; : : :g ) ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥« ±¥¬¥©±²¢® fMigi2I , ½²¨µ ®¡º¥ª²®¢; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¬­®-
¦¥±²¢ ­ §»¢ ¥²±¿ ° ±¸¨°¿¾¹¥©±¿, ¨«¨ (¬®­®²®­­®) ­¥³¡»¢ ¾¹¥©, | ¥±«¨ Mi � Mi+1 ¤«¿ ¢±¥µ
i 2 N , ¨ ±³¦ ¾¹¥©±¿, ¨«¨ (¬®­®²®­­®) ­¥¢®§° ±² ¾¹¥©, | ¥±«¨ Mi � Mi+1 , ¤«¿ ¢±¥µ i 2 N .
�²¬¥²¨¬, ·²® ª ª §¤¥±¼, ² ª ¨ ¤ «¥¥, ³¯®°¿¤®·¥­­»¥ ­ ¡®°» (¢ ®±­®¢­®¬, ³¯®°¿¤®·¥­­»¥ ¯ °»

¨ ²°®©ª¨) ®¡º¥ª²®¢ ®¡®§­ · ¾²±¿ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥­­® ±ª®¡ª ¬¨ ¢¨¤  [a; bi (¤«¿ ²°®¥ª | [a; b; ci , ¨
².¤.) ¢¬¥±²® ª°³£«»µ, ª®²®°»¥ · ¹¥ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¤«¿ ¢»¤¥«¥­¨¿ · ±²¥© ¢»° ¦¥­¨© (¢ ®±­®¢­®¬,
¿¢«¿¾¹¨µ±¿  °£³¬¥­² ¬¨ ´³­ª¶¨©).
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¨ ¢¬¥±²® \
A2S

A � \fA; A 2 Sg ¯¨¸³² \S .

1 ������� ��������

1.1 �®«¼¶  ¨  «£¥¡°» ¬­®¦¥±²¢

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1 . �³±²¼ S | ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢; S ­ §»¢ ¥²±¿ ª®«¼¶®¬ ¬­®¦¥±²¢,
¥±«¨ ®­  ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨:
(0) S 6= ; ,
(1) (A 2 S 3 B) ) (A nB) 2 S ,
(2) (A 2 S 3 B) ) (A [B) 2 S .

(�¤¥±¼ ­¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® S � 2
).
�±«¨ S � 2
 , ²® £®¢®°¿² ¥¹¥, ·²® S | ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 , ¨«¨,

¡®«¥¥ ª®°®²ª®, S | ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 .
�«¿ ¢±¿ª®£® ª®«¼¶  ¬­®¦¥±²¢ ¬®¦­® ¢ ª ·¥±²¢¥ ² ª®£® 
 , ª®­¥·­®, ¢§¿²¼ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥

¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ½²®£® ª®«¼¶ ; ¢®®¡¹¥, ®·¥¢¨¤­®, ·²® ¥±«¨ 
 � [S , ²® S � 2
 .

�®«¼¶  ¬­®¦¥±²¢ ®·¥­¼ · ±²® ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¡« ±²¥© ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¬¥°. �

· ±²­®±²¨, ±¨±²¥¬  ¢±¥µ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯® �®°¤ ­³ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® ®²°¥§ª  ¢¥-

¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®© | ª®«¼¶® (®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨§¬¥°¨¬®±²¨ ¯® �®°¤ ­³ ¯°¨¢®¤¨²±¿ ­¨¦¥).

� ¬¥· ­¨¥ 1 . �§ (2) ¬®¦­® ¢»¢¥±²¨ (± ¯®¬®¹¼¾ ¨­¤³ª¶¨¨), ·²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ «¾¡®£®
ª®­¥·­®£® ·¨±«  ½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  | ±­®¢  ½«¥¬¥­² ª®«¼¶ . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, A1[A2[A3[
:::[An [An+1 = (A1 [A2 [ A3:::[ An) [ An+1.

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 1 . �³±²¼ S | ¬­®¦¥±²¢® ¬­®¦¥±²¢. �«¿ ²®£®, ·²®¡» S ¡»«® ª®«¼¶®¬
¬­®¦¥±²¢, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ¢»¯®«­¿«¨±¼ ³±«®¢¨¿:
(00) S 3 ; ,
(10) (A 2 S 3 B) ) (A \ B) 2 S ,
(20) (A 2 S 3 B) ) (A4B) 2 S .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ S | ª®«¼¶®. � ª ª ª S ­¥¯³±²® ¯® ±¢®©±²¢³ (0), ²®,
¢»¡° ¢ ª ª®©-­¨¡³¤¼ ½«¥¬¥­² A 2 S, ¯®«³·¨¬ ¯® ±¢®©±²¢³ (1) (¯°¨ B = A), ·²®
; = A n A 2 S. �¢®©±²¢® (00) ¤®ª § ­®. �¢®©±²¢® (10) ±¯° ¢¥¤«¨¢®, ¯®±ª®«¼ª³ ¨§
(A 2 S 3 B) ¢»²¥ª ¥²
A \ B = A n (A nB) 2 S,
  ±¢®©±²¢® (20) ²¥¯¥°¼  ­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬ ¢»²¥ª ¥² ¨§ «¾¡®© ¨§ ¤¢³µ ´®°¬³«,
®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ° §­®±²¼: B4C = (B n C) [ (C n B) 2 S, ¨«¨
B4C = (B [ C) n (B \ C) 2 S .

�¡° ²­®, ¯³±²¼ ¢»¯®«­¥­» (00), (10) ¨ (20) . �®£¤  (00) ) (0),   (1) ¨ (2) ¤®ª §»-
¢ ¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ±®®²­®¸¥­¨©
A nB = A \ (A4B) , A [B = (A4B)4(A\B) . /

� ¬¥· ­¨¥ 2 . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¯°¨­ ¤«¥¦¨² «¾¡®¬³ ª®«¼¶³, ¨ ±°¥¤¨
¢±¥¢®§¬®¦­»µ ª®«¥¶ ¬­®¦¥±²¢ ¨¬¥¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ | ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ®¤­®½«¥¬¥­²­®¥
ª®«¼¶®, f;g. � ª« ±±¥ ¢±¥µ ª®«¥¶ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 ¥±²¼ ¨ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ | f;g , ¨
­ ¨¡®«¼¸¥¥ | 2
 .
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�¯° ¦­¥­¨¥(±¢¿§¼ ±  «£¥¡°®©). �®ª § ²¼, ·²® ®²­®±¨²¥«¼­® ®¯¥° ¶¨© 4 ¨ \,
¢§¿²»µ ¢ ª ·¥±²¢¥ ±«®¦¥­¨¿ ¨ ³¬­®¦¥­¨¿, ¢±¿ª®¥ ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ «¾¡®£® ¬­®-
¦¥±²¢  
 ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬ ª®«¼¶®¬ (¢ ª®²®°®¬ °®«¼ ­³«¿ ¨£° ¥² ¯³±²®¥
¬­®¦¥±²¢®). � ª¨¥ ª®«¼¶  ­ §»¢ ¾² ¡³«¥¢»¬¨. (�³«¼ |  ­£«¨©±ª¨© ¬ ²¥¬ ²¨ª,
®²¥¶ ¨§¢¥±²­®© ¯¨± ²¥«¼­¨¶» �®©­¨·,  ¢²®°  \�¢®¤ ".) �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ [S 2 S, ²®
[S | ¥¤¨­¨¶  ª®«¼¶  S. � ª ¡³¤¥², ­ ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ 
 2 S.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2 . �±«¨ S | ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 ¨ 
 2 S, ²® S ­ §»¢ -
¥²±¿  «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 

� «¥¥, £®¢®°¿ ®¡  «£¥¡° µ ¬­®¦¥±²¢, ¨­®£¤  ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¨µ ¤«¿ ª° ²ª®±²¨ (¯°®±²®)

 «£¥¡° ¬¨;  ­ «®£¨·­®, ª®«¼¶  ¬­®¦¥±²¢ | ¯°®±²® ª®«¼¶ ¬¨.

� ¨¬¥­¼¸ ¿  «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ­¥¯³±²®£® ¬­®¦¥±²¢  
 ®²«¨· ¥²±¿ ®² ­ ¨¬¥­¼¸¥£®

ª®«¼¶  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 (­¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿  «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
), ®­  ±®±²®¨² ¨§ ½«¥¬¥­-

²®¢ ; ¨ 
 ; ­ ¨¡®«¼¸¥¥ ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 (².¥. ª®«¼¶® 2
) ¿¢«¿¥²±¿ ¨ (­ ¨¡®«¼¸¥©)

 «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 .

�«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£® ±¤¥« ¥¬

� ¬¥· ­¨¥ 3 . �®¢®¥ (½ª¢¨¢ «¥­²­®¥ ¨±µ®¤­®¬³) ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª®«¼¶  ¬­®¦¥±²¢ ¯®-
«³· ¥²±¿, ¥±«¨ § ¬¥­¨¬ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ 1 ±¢®©±²¢® (2) ­  ±«¥¤³¾¹¥¥:
(200) (A 2 S 3 B & A \B = ;)) A [B 2 S .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . A [ B = (A n B) [ B , ¯°¨·¥¬ (A n B) \ B = ; ; ¯®½²®¬³
((1)&(200))) ((1)&(2)) ,   ®¡° ²­ ¿ ¨¬¯«¨ª ¶¨¿ ®·¥¢¨¤­ . /

� ¬¥· ­¨¥ 4 . �­®¦¥±²¢® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ S ¬­®¦¥±²¢  
 ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®© ¢ ²®¬ ¨
²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ®­® ®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨:
(0) (­¥¯³±²®²»), (10) (§ ¬ª­³²®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®¯ °­»µ ¯¥°¥±¥·¥­¨©), ¨
(100) (A 2 S) ) (
 nA) 2 S .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®, ·²® ¢  «£¥¡°¥ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ¯¥°¥·¨±«¥­­»¥ ±¢®©±²¢  (0),
(10), (100), ®·¥¢¨¤­®.

�¡° ²­®, ° ¢¥­±²¢  A[B = 
n((
nA)\(
nB)) ¨ AnB = A\(
nB) ¯®ª §»¢ ¾²,
·²®, ­ ®¡®°®², ¨§ (0), (10) ¨ (100) ¢»²¥ª ¥², ·²® S| ª®«¼¶®; ¨§ 
n; = 
 ²®£¤  ±«¥¤³¥²
¨ 
 2 S . /

1.2 �®«³ª®«¼¶ 

� ¦­®±²¼ ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬­®¦¥±²¢, ª ª ¯®«³ª®«¼¶ , ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ª®²®°»µ ¬» ±¥©-
· ± ¯¥°¥©¤¥¬, ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²¥¬, ·²® ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢ ­¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¬¨­¨¬ «¼-
­»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¬­®¦¥±²¢, ­  ª®²®°»µ ° §³¬­® § ¤ ¢ ²¼ ¬¥°»; ¨µ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥,
ª°®¬¥ ²®£®, ¯®§¢®«¿¥² ®¯°¥¤¥«¿²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¬¥°.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3 . �­®¦¥±²¢® P , ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¬­®¦¥±²¢, ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«³ª®«¼¶®¬
(¬­®¦¥±²¢), ¥±«¨ ®­® ­¥¯³±²® ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬:
(10) (A 2 P 3 B) ) (A \B) 2 P ,

5



(1000) (A 2 P 3 B & A � B) )
9n 2 N 9A1; A2; :::; An 2 P 8i; j 2 f1; 2; :::; ng

(Ai \ B = ;)&(i 6= j ) Ai \Aj = ;)&(A = B [ (
n
[
i=1

Ai)) .

�±«¨ 
 2 P , ²® ¯®«³ª®«¼¶® P ­ §»¢ ¾² ¯®«³ «£¥¡°®© (¨«¨ ¯®«³ª®«¼¶®¬ ± ¥¤¨­¨-
¶¥© 
).

� ¬¥· ­¨¥ 5 . �±«¨ ¬­®¦¥±²¢  A ¨ B ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ | ².¥. ¥±«¨ ¨µ ¯¥°¥·¥­¨¥ ¯³-
±²® ( A\B = ; ) | ²® ®­¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ¤¨§º¾­ª²­»¬¨, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥
(A [ B) ¯°¨­¿²® ®¡®§­ · ²¼ ² ª¦¥ §­ ª®±®·¥² ­¨¥¬ A t B (¨ ­ §»¢ ²¼ ¤¨§º¾­ª²-
­»¬); ¡®«¥¥ ²®£®, ±·¨² ¥²±¿, ·²® ¥±«¨ ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¯°¥¤«®¦¥­¨¨ ¯°¨±³²±²¢³¥² ½²®²
§­ ª t , ²® ®­ ®§­ · ¥² ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¬­®¦¥±²¢, ¯°¥¤¯®« £ ¥¬»µ
¯°¨ ½²®¬ ¯®¯ °­® ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿. � · ±²­®±²¨, ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¢¥¤¥­­®£® ±¨¬¢®« 
t ±¢®©±²¢® (1000) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ² ª:
(A 2 P 3 B & A � B) )

9n 2 N 9A1; A2; :::; An 2 P : A = B t (
n
t
i=1

Ai).

�·¨²»¢ ¿ ±¢®©±²¢® (10), ¨¬¯«¨ª ¶¨¾ (100) ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ (¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨¿ ®¯°¥¤¥«¥-
­¨¿ ¯®«³ª®«¼¶ ) ­ 
(10000) (A 2 P 3 B) )

9n 2 N 9A1; A2; :::; An 2 P : A = (A \B) t (
n
t
i=1

Ai).

¨«¨, ³·¨²»¢ ¿ ° ¢¥­±²¢® A nB = A n (A \B) , ­ 
(1_) (A 2 P 3 B) )

9n 2 N 9A1; A2; :::; An 2 P : A nB = (
n
t
i=1

Ai).

�®®¡¹¥, ¢±¿ª ¿ ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢, ¢ ª®²®°®© «¾¡»¥ ¤¢  ° §­»µ ¬­®¦¥±²¢  ­¥ ¯¥°¥±¥ª -
¾²±¿, ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨§º¾­ª²­®©. �­¤¥ª±¨°®¢ ­­ ¿ ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢ ­ §»¢ ¥²±¿ ¤¨§º-
¾­ª²­®©, ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §­»¬ ¨­¤¥ª± ¬, ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.

�§ ²®£®, ·²® ¯®¯ °­»¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  (¯®«³ª®«¼¶ ) ¬­®¦¥±²¢ ¯°¨-
­ ¤«¥¦ ² ²®¬³ ¦¥ ª®«¼¶³ (¯®«³ª®«¼¶³), ¢»²¥ª ¥² (½²® ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¬¥²®¤®¬ ¨­¤³ª¶¨¨,
ª ª ¨¤«¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿), ·²® ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ª®­¥·­»¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  (¯®«³-
ª®«¼¶ ) ±­®¢  ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ²®¬³ ¦¥ ª®«¼¶³ (¯®«³ª®«¼¶³).

� ª®­¥¶, ®²¬¥· ¿, ·²® ¯®«³ª®«¼¶® (ª ª ¨ ª®«¼¶®) ±®¤¥°¦¨² µ®²¿ ¡» ®¤­® ¬­®¦¥±²¢®,

¨ ¯®« £ ¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯®«³ª®«¼¶  B = A , ¯®«³·¨¬, ·²® ¢±¿ª®¬³ ¯®«³ª®«¼¶³ ¯°¨­ ¤-

«¥¦¨² ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢®. �­ ·¨², ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ¯®«³ª®«¼¶® | f;g | ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¼¶®¬;

¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ¯®«³ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 | ²®¦¥ ª®«¼¶® (2
), ¨ ¤ ¦¥  «£¥¡° .

�¯° ¦­¥­¨¿:
1) �±«¨ P ¯®«³ª®«¼¶® ¨ A ¥£® ½«¥¬¥­², ²® ±¨±²¥¬  ¢±¥µ ²¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ½²®£®
¯®«³ª®«¼¶ , ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬¨ ¬­®¦¥±²¢  A, | ±­®¢  ¯®«³ª®«¼¶®;
 ­ «®£¨·­®¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ ¢¥°­® ¨ ¤«¿ ª®«¥¶ (­® ­¥ ¤«¿  «£¥¡° ¨«¨ ¯®«³ «£¥¡°).
2) �±«¨ ¢ ¯®«³ª®«¼¶¥ P ­ ©¤¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤­  ±·¥²­ ¿ ¬®­®²®­­® ³¡»¢ ¾¹ ¿
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¥£® ­¥¯³±²»µ ½«¥¬¥­²®¢, ¨¬¥¾¹ ¿ ¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥, ²® ¢ P
­ ©¤¥²±¿ ¨ ² ª®© ½«¥¬¥­², ª®²®°»© ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ±·�¥²­®©
¡¥±ª®­¥·­®© ¤¨§º¾­ª²­®© ±¨±²¥¬» ­¥¯³±²»µ ½«¥¬¥­²®¢ ¯®«³ª®«¼¶ .

�°¨¢¥¤¥¬ ¯°¨¬¥°» ¯®«³ª®«¥¶.
�³±²¼ 
 = R . �±¥¢®§¬®¦­»¥ (¯° ¢»¥) ¯®«³¨­²¥°¢ «» ¢¨¤  [a; b) � fx 2 R :

a 6 x < bg (§¤¥±¼ [a; b) = ; ¯°¨ a > b ), £¤¥ a; b 2 R, ®¡° §³¾² ¯®«³ª®«¼¶®, ² ª ª ª
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((10) ®·¥¢¨¤­® ¢»¯®«­¥­® ¨) ¥±«¨ [c; d) � [a; b) , ²® [a; b) = [a; c) t [c; d) t [d; b) .
�­ «®£¨·­®, ¯®«³ª®«¼¶® ®¡° §³¾² ¨ ¢±¥ «¥¢»¥ ¯®«³¨­²¥°¢ «» ¯°¿¬®© R (¢¨¤ 
(a; b] � fx 2 R : a < x 6 bg ); ¯®«³ª®«¼¶®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ (¢ª«¾· ¿
¯³±²®©) ®£° ­¨·¥­­»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢ (±¢¿§­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©); ­ -
ª®­¥¶, ¯®«³ª®«¼¶®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ±¢¿§­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ R . �®±«¥¤­¥¥
¨§ ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ ¯®«³ª®«¥¶ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³ «£¥¡°®© ¨ ¤ ¦¥  «£¥¡°®©,   ¯°¥¤»¤³¹¨¥
­¥ ¿¢«¿¾²±¿.

� ¬¥· ­¨¥ 6 . �§ ®¤­¨µ ¯®«³ª®«¥¶ ¬®¦­® ±²°®¨²¼ ¤°³£¨¥, ¨±¯®«¼§³¿ ®¯¥° ¶¨¾ ¯°¿-
¬®£® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢. �¬¥­­®, ¥±«¨ P ¨ Q | ¯®«³ª®«¼¶  (¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
P
¨ 
Q ±®®²¢¥²±²¢¥­­®), ²® ¬­®¦¥±²¢® P �Q ¢±¥µ ¯°¿¬»µ ¤¥ª °²®¢»µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨©
A�B, £¤¥ A 2 P ¨ B 2 Q, ±­®¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³ª®«¼¶®¬ (¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
P � 
Q).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢®-¯¥°¢»µ, ¨§ (A�B)\(C�D) = (A\C)�(B\D)
±«¥¤³¥² (10) ¤«¿ ±¨±²¥¬» P � Q; ¢®-¢²®°»µ, ¥±«¨ (A � B) � (C � D), ²® C � A ¨

D � B, ¨, §­ ·¨², ­ ©¤³²±¿ C1; :::; Cm 2 P ¨ D1; :::;Dn 2 Q, ² ª¨¥ ·²® A = Ct(
m
t
i=1

Ci)

¨ B = D t (
n
t
j=1

Dj), ®²ª³¤ 

A�B = (C �D) t (
m
t
i=1

(Ci �D)) t (
n
t
j=1

(C �Dj)) t (
m
t
i=1

n
t
j=1

(Ci �Dj)) .

/
�·¥¢¨¤­®, ·²® ¥±«¨ P ¨ Q | ¯®«³ «£¥¡°», ²® P 
Q ²®¦¥ ¯®«³ «£¥¡° .

� ª¨¬ ®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯®«³ª®«¼¶® P 
P ­  ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢ ¢ R2, £¤¥ P
| ¯®«³ª®«¼¶® ¢±¥µ ®£° ­¨·¥­­»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¯°¿¬®© R; ¯®«³ª®«¼¶® (P 
 P ) 
 P
¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢ ¢ R3¨ ².¤.

�°¨¢¥¤¥­­»¥ ¢»¸¥ ­¥²°¨¢¨ «¼­»¥ ¯®«³ª®«¼¶  ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ª®«¼¶ ¬¨, ² ª ª ª
®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ­¥±ª®«¼ª¨µ ½«¥¬¥­²®¢ ª ¦¤®£® ² ª®£® ¯®«³ª®«¼¶  ­¥ ¢±¥£¤  ¯°¨­ ¤«¥-
¦¨² ²®¬³ ¦¥ ¯®«³ª®«¼¶³. �¥²°¨¢¨ «¼­»¬¨ ª®«¼¶ ¬¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ®±¨ R1 ¿¢«¿¾²±¿,
­ ¯°¨¬¥°, ±¨±²¥¬  ¢±¥µ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯® �®°¤ ­³ (®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨§¬¥°¨¬®±²¨ ¯® �®°-
¤ ­³ ¯°¨¢¥¤¥­® ­  ±²°. ) ¥�¥ · ±²¥©, ±¨±²¥¬  ¢±¥µ ®£° ­¨·¥­­»µ ¥¥ · ±²¥©, ±¨±²¥¬ 
¢±¥µ ¥¥ ª®­¥·­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ (± ;), ±¨±²¥¬  ¢±¥µ ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ±·¥²­»µ ¥¥ ¯®¤¬­®-
¦¥±²¢ ¨ ².¯. (²® ¦¥ ¢¥°­® ¨ ¤«¿ Rn); ®²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ S ¨ T | «¾¡»¥ ¤¢  (®­¨
¬®£³² ¨ ±®¢¯ ±²¼) ¨§ ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ ­¥²°¨¢¨ «¼­»µ ª®«¥¶, ²® S � T | ª®­¥·­®,
¯®«³ª®«¼¶®, ­® ®¡¿§ ²¥«¼­® ­¥ ª®«¼¶®!

1.3 �¨£¬ - ¨ ¤¥«¼² -ª�®«¼¶ 

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4 . �³±²¼ S | ª®«¼¶® ¬­®¦¥±²¢, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±¢®©±²¢®¬

(2000) (8j 2 N; Aj 2 S) ) (
1
[
j=1

Aj 2 S) .

�®£¤  S ­ §»¢ ¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬ (¬­®¦¥±²¢).
�±«¨ �-ª®«¼¶® ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, ²® ®­® ­ §»¢ ¥²±¿

�- «£¥¡°®©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5 . �³±²¼ S | ª®«¼¶® ¬­®¦¥±²¢, ®¡« ¤ ¾¹¥¥ ±¢®©±²¢®¬

(20000) (8j 2 N; Aj 2 S) ) (
1
\
j=1

Aj 2 S),

�®£¤  S ­ §»¢ ¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬ (¬­®¦¥±²¢).
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�¯° ¦­¥­¨¥. �±¿ª ¿ �- «£¥¡°  ¿¢«¿¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬ (¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
),
¨ ­ ®¡®°®²: ¢±¿ª ¿  «£¥¡° , ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ �-ª®«¼¶®¬, | ½²® �- «£¥¡° .

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,
1
\
j=1

Aj = 
 n
1
[
j=1

(
 nAj) ¨
1
[
j=1

Aj = 
 n
1
\
j=1

(
 nAj) .

� ¯®¬®¹¼¾ ¯¥°¢®£® ° ¢¥­±²¢  ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¨ ²®, ·²® ¢±¿ª®¥ �-ª®«¼¶® ¿¢«¿¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬;

®¡° ²­®¥, ª ª ¡³¤¥² ±¥©· ± ¯®ª § ­®, ­¥¢¥°­®.

�°¨¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ ±¨±²¥¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®©
R= 
.
1) �°¨¬¥° (�-)ª®«¼¶ , ­® ­¥ �-ª®«¼¶  (  §­ ·¨², ¨ ­¥  «£¥¡°») | ±¨±²¥¬  ¢±¥µ
®£° ­¨·¥­­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°¿¬®© (².ª. ±·¥²­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ² ª¨µ ¬­®¦¥±²¢
¬®¦¥² ¡»²¼ ­¥®£° ­¨·¥­­»¬).
2) �°¨¬¥°  «£¥¡°», ­® ­¥ �-ª®«¼¶  (§­ ·¨², ¨ ­¥ �-ª®«¼¶ ) | ¬­®¦¥±²¢® ª®-
­¥·­»µ ®¡º¥¤¨­¥­¨© ±¢¿§­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ (².¥. ¯°®¬¥¦³²ª®¢). �¥©±²¢¨²¥«¼­®,
R n fqg = (�1; q) t (q;+1) | ½«¥¬¥­²» ² ª®©  «£¥¡°», ­® ±·¥²­®¥ ¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥
\
q2Q

(R n fqg), ±®±²®¿¹¥¥ ¢ ²®·­®±²¨ ¨§ ¢±¥µ ¨°° ¶¨®­ «¼­»µ ·¨±¥«, ­¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨²

½²®©  «£¥¡°¥.
�°³£®¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥: ¥±«¨ ¡» ½²   «£¥¡°  � ¡»«  �-ª®«¼¶®¬, ²® ®­  ¡»«  ¡»
�- «£¥¡°®©. �® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¢±¥µ ¨­²¥°¢ «®¢ (n; n + 1) (n 2 N) | ½«¥¬¥­²®¢ � |
± ¬® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­²®¬ � .
3) �°¨¬¥° �-ª®«¼¶  S, ­¥ ¿¢«¿¾¹¥£®±¿  «£¥¡°®©: ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬
±·¥²­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°¿¬®© R (= 
).

�®«³ª®«¼¶®¬ ¡³¤¥² ² ª¦¥ «¾¡®¥ ¬­®¦¥±²¢® ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ (­ ¯°¨¬¥°, ®¤­®-
²®·¥·­»µ) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢®. \�°¿¬®³£®«¼­®¥ ¯°®¨§-
¢¥¤¥­¨¥" 2A� 2B (¤¢³µ �- «£¥¡°!) ¡³¤¥² ª®«¼¶®¬ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤ 
µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ ¬­®¦¥±²¢ A;B ±®¤¥°¦¨² ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ½«¥¬¥­²  (µ®²¿ ¢±¥£¤ 
¡³¤¥² ¯®«³ª®«¼¶®¬).

� ¬¥· ­¨¥ 7 . �¥°¥±¥·¥­¨¥ ­¥¯³±²®£® ¬­®¦¥±²¢  ª®«¥¶ ¬­®¦¥±²¢ (�-, �-ª®«¥¶) |
±­®¢  ª®«¼¶® (±®®²¢¥²±²¢¥­­®, �-, �-ª®«¼¶®) ¬­®¦¥±²¢;  ­ «®£¨·­®, ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ «¾-
¡®£® ¬­®¦¥±²¢   «£¥¡° (�- «£¥¡°) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ­¥ª®²®°®£® ¬­®¦¥±²¢  
|  «£¥¡° 
(±®®²¢., �- «£¥¡° ) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  
.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ I | ­¥¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢® (¨­¤¥ª±®¢), ¨ ¯³±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®£®
i 2 I § ¤ ­®, ±ª ¦¥¬, ª®«¼¶® Ki. �±«¨ ¬­®¦¥±²¢  A ¨ B ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¯¥°¥±¥·¥­¨¾
\
i2I

Ki , ²® ®­¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¢±¿ª®¬³ ª®«¼¶³ Ki, ª®²®°®¬³ ²®£¤  ¯°¨­ ¤«¥¦ ² ¨

¬­®¦¥±²¢  A n B, A [ B ¨ ;; ¯®½²®¬³ ¬­®¦¥±²¢  ;, A n B ¨ A [ B ±³²¼ ½«¥¬¥­²»
ª ¦¤®£® Ki , ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ±³²¼ ½«¥¬¥­²» ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ \

i2I
Ki .

�²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ²®© · ±²¨ ¯°¨¢¥¤�¥­­®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿, ª®²®° ¿
®²­®±¨²±¿ ª ª®«¼¶ ¬, ­¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ²®¬, ·²® ¢±¥ ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿
ª®«¼¶ ¬¨¯®¤¬­®¦¥±²¢ ®¤­®£® ¨ ²®£® ¦¥ ¬­®¦¥±²¢  
. � ±«³· ¥  «£¥¡° ¨ �- «£¥¡°
½²® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ±³¹¥±²¢¥­­®. /

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6 . �³±²¼ T | ­¥ª®²®°®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ (¬­®¦¥±²¢  
).
�®«¼¶®¬ (¬­®¦¥±²¢), ¯®°®¦¤¥­­»¬ ½²®© ±¨±²¥¬®©, ­ §»¢ ¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ ±°¥¤¨
¢±¥µ ª®«¥¶ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, ±®¤¥°¦ ¹¨µ T ¢ ª ·¥±²¢¥ · ±²¨.
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� ¬¥· ­¨¥ 8 . �«¿ ¢±¿ª®£® ¬­®¦¥±²¢  T ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 ±³¹¥±²¢³¥²
ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, ¯®°®¦¤¥­­®¥ ±¨±²¥¬®© T .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ T � 2
. �®±ª®«¼ª³ 2
 | ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢ 

 , ²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ ²¥µ ª®«¥¶ (±®¤¥°¦ ¹¨µ±¿ ¢ 2
 ¨ ±®¤¥°¦ ¹¨µ T ), ±°¥¤¨ ª®²®-
°»µ ¬» ¨¹¥¬ ­ ¨¬¥­¼¸¥¥, ­¥¯³±² ; ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¢±¥µ ª®«¥¶ ½²®© ±®¢®ª³¯­®±²¨, ¯®
¯°¥¤»¤³¹¥¬³ § ¬¥· ­¨¾, | ±­®¢  ª®«¼¶®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ T ª ª · ±²¼. �­ ·¨², ½²®
¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¨ ¥±²¼ ¯®°®¦¤¥­­®¥ ±¨±²¥¬®© T ª®«¼¶®. /
� «¥¥, ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ±°¥¤¨ ±®¤¥°¦ ¹¨µ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ±¨±²¥¬³ T (¬­®¦¥±²¢) ª®«¼¶®
¬­®¦¥±²¢ ¡³¤¥² ®¡®§­ · ²¼±¿ RT . � · ±²­®±²¨, ª®«¼¶®, ¯®°®¦¤¥­­®¥ ¯³±²®© ±®¢®ª³¯-

­®±²¼¾, | ½²® ¯°®±²® ­ ¨¬¥­¼¸¥¥ ª®«¼¶®, ².¥. R; = f;g .

�¯° ¦­¥­¨¿.
1) �®ª § ²¼, ·²® ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¯®«³ª®«¥¶ ¬®¦¥² ­¥ ¡»²¼ ¯®«³ª®«¼¶®¬.

�¥¸¥­¨¥: �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬ (³¦¥ ³¯®¬¨­ ¢¸¨¬±¿) ´ ª²®¬, ·²® ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ª®­¥·­®¥

±¥¬¥©±²¢® f;; A1; A2; :::; An;
g, ¢ ª®²®°®¬ ¢±¥ Aj ­¥¯³±²» ¨ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿, ¨


 = A1 tA2 t ::: tAn ®¡° §³¥² ¯®«³ «£¥¡°³ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 .

�³±²¼ 
 = E t A = E t C t D (¬­®¦¥±²¢  E, E, C ¨ D ­¥¯³±²» ¨ P = f;; E; A;
g,

Q = f;; E; C;D;
g.) �®£¤  P , Q | ¯®«³ª®«¼¶ , ­® P \ Q = f;; E;
g | ­¥ ¯®«³ª®«¼¶®.

2) �°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ±¨±²¥¬» ¬­®¦¥±²¢, ¤«¿ ª®²®°®© ­¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¬¨­¨¬ «¼-
­®£® ¯®«³ª®«¼¶ , ±®¤¥°¦ ¹¥£® ½²³ ±¨±²¥¬³.
�¥¸¥­¨¥: �³±²¼ T = P \ Q, £¤¥ P ¨ Q | ²¥ ¦¥, ·²® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ³¯° ¦­¥­¨¨ (µ®²¿

¯®¤®©¤¥² ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ «¾¡»µ ¯®«³ª®«¥¶, ± ¬® ­¥ ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ¯®«³ª®«¼¶®¬). �®£«  T ±®-

¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯®«³ª®«¼¶ µ P ¨ Q, ¨ ¥±«¨ ¡» ±³¹¥±²¢®¢ «® ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ¯®«³ª®«¼¶® PT ±°¥¤¨

±®¤¥°¦ ¹¨µ T , ²® ¢»¯®«­¿«¨±¼ ¡» ±®®²­®¸¥­¨¿: T � PT � P ¨ T � PT � Q, ¨, §­ ·¨²,

T � PT � P \Q, ®²ª³¤  PT = T , ²® T ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³ª®«¼¶®¬.

3) �«¿ ª ¦¤®£® ¯®«³ª®«¼¶  ³ª § ²¼ �- «£¥¡°³, ±²°®£® ¥£® ±®¤¥°¦ ¹³¾ (­¥ ¯°¥¤-
¯®« £ ¿ ´¨ª±¨°®¢ ­­»¬ 
).

4) �«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ­¥¯³±²®£® ¬­®¦¥±²¢  ¬­®¦¥±²¢ S ¯³±²¼ 
 � [S, S\ = f\
 :
; 6= 
 � S; j
j < 1g (±¨±²¥¬  ¯¥°¥±¥·¥­¨© ¢±¥¢®§¬®¦­»µ ¥£® ª®­¥·­»µ ­¥¯³±²»µ
¯®¤±¨±²¥¬, ±¨¬¢®« j
j ®¡®§­ · ¥² ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢  
), S[ = f\
 : 
 �
S; j
j < 1g (±¨±²¥¬  ®¡º¥¤¨­¥­¨© ¢±¥¢®§¬®¦­»µ ª®­¥·­»µ ¯®¤±¨±²¥¬ ±¨±²¥¬» S),
Sn = f
 n A : A 2 Sg (±¨±²¥¬  ¤®¯®«­¥­¨© ¢±¥¢®§¬®¦­»µ ½«¥¬¥­²®¢ ±¨±²¥¬» S).
�®£¤  ((Sn)\)[ | ­ ¨¬¥­¼¸ ¿ ¨§ ±®¤¥°¦ ¹¨µ S  «£¥¡° ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7 . �«£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
, ¯®°®¦¤¥­­®© ±¨±²¥¬®© T � 2
, ­ §»¢ -
¥²±¿ ¬¨­¨¬ «¼­ ¿ ±°¥¤¨ ²¥µ  «£¥¡° ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, ª®²®°»¥ ±®¤¥°¦ ²
T ¢ ª ·¥±²¢¥ · ±²¨. �²  ¯®°®¦¤¥­­ ¿ ±¨±²¥¬®© T  «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 ®¡®§­ -
· ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ �(T ).

�­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ �- «£¥¡° , ¯®°®¦¤�¥­­ ¿ ±¨±²¥¬®© T � 2
. �­  ®¡®§­ -
· ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ �
(T ).

� ¯®¬­¨¬, ·²® ¥±«¨ T | ±¨±²¥¬  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
, ²® T ­ §»¢ ¥²±¿ ²®¯®«®£¨¥© ¢ 
, ¥±«¨

¢»¯®«­¥­» ³±«®¢¨¿:

Ti) ; 2 T ,

Tii) (U 2 T 3 V ) ) (U \ V ) 2 T ,

Tiii) (S � T ) ) [S 2 T ;

¯°¨ ½²®¬ (³¯®°¿¤®·¥­­ ¿) ¯ °  [
; T i ­ §»¢ ¥²±¿ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8 . �±«¨ 
 | ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ²® �- «£¥¡°  B(
),
¯®¯°®¦¤�¥­­ ¿ ¢±¥¬¨ ¥£® ®²ª°»²»¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨, ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª®© �-
 «£¥¡°®©,   ¥�¥ ½«¥¬¥­²» | ¡®°¥«¥¢±ª¨¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨.

�- «£¥¡° , ¯®°®¦¤�¥­­ ¿ ¢±¥¬¨ § ¬ª­³²»¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¡®°¥«¥¢-
±ª®©.

� ¬¥· ­¨¥ 9 . �®°¥«¥¢±ª ¿ �- «£¥¡°  B(R) , ±®¢¯ ¤ ¥² ± �- «£¥¡°®©, ¯®°®¦¤¥­­®©
®²ª°»²»¬¨ ¨­²¥°¢ « ¬¨ ± ° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ª®­¶ ¬¨: ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢±¿ª®¥ ®²ª°»-
²®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢ R ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²­»¬ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ®²ª°»²»µ ¨­²¥°¢ «®¢,  
ª ¦¤»© ®²ª°»²»© ¨­²¥°¢ « ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ° ±¸¨°¿¾¹¥©±¿ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨­²¥°¢ «®¢ ± ° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ª®­¶ ¬¨; ¯®½²®¬³ ¢±¿ª ¿ �- «£¥¡° ,
±®¤¥°¦ ¹ ¿ ¨­²¥°¢ «» ± ° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ª®­¶ ¬¨, ±®¤¥°¦¨² ¨ «¾¡®¥ ®²ª°»²®¥ ¢ R
¯®¤¬­®¦¥±²¢®, ¨ ¯®½²®¬³ ±®¤¥°¦¨² ¨ ¡®°¥«¥¢±ª³¾ �- «£¥¡°³.

�®±ª®«¼ª³, ¤ «¥¥, (a; b) = (�1; b)\(a;+1), ²® ¿±­®, ·²® B(R) ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ¢±¥¬¨
®²ª°»²»¬¨ «³· ¬¨ ± ° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ª®­¶ ¬¨; ­  ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®±ª®«¼ª³

(�1; b) = R n
1
\
n=1

(b� 1
n
;+1) ¨ R n

1
\
n=1

(�1; a+ 1
n
) = (a;+1) ,

²® B(R) ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ³¦¥ ²®«¼ª® ¢±¥¬¨ ¯° ¢»¬¨ ®²ª°»²»¬¨ «³· ¬¨ (± ° ¶¨®­ «¼-
­»¬¨ ª®­¶ ¬¨) ¨,  ­ «®£¨·­®, ¢±¥¬¨ «¥¢»¬¨.

� ¬¥· ­¨¥ 10 . �·¥¢¨¤­®,  «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, ¯®°®¦¤¥­­®© ±¨±²¥¬®©
T � 2
, ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¼¶®, ¯®°®¦¤¥­­®¥ ±¨±²¥¬®© T [ f
g, ¨ ¯®½²®¬³, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ±«³· ¿
ª®«¼¶ , ¯®°®¦¤¥­­ ¿ ±¨±²¥¬®© T  «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 ±³¹¥±²¢¥­­® § ¢¨±¨²
®² 
 . �®«¼¶®, ¯®°®¦¤¥­­®¥ ¯®«³ «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
, ¿¢«¿¥²±¿  «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢

 (ª®²®° ¿ ¯®°®¦¤¥­  ²®© ¦¥ ¯®«³ «£¥¡°®©).

�¯° ¦­¥­¨¥.
�±«¨ S | ª®«¼¶® ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, � |  «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
,
¯®°®¦¤¥­­ ¿ ª®«¼¶®¬ S, ²®
A 2 � () (A 2 S ¨«¨ (
 nA) 2 S) .

�¯° ¦­¥­¨¥.

�®«¼¶® S ¿¢«¿¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¤«¿ ª ¦¤®£® A (2 S)

±¨±²¥¬  fB 2 S : B � Ag ¿¢«¿¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  A, ²® ¥±²¼ �-

 «£¥¡°®© ¯®¤¬­®¦¥±²¢ A.

�¥®°¥¬  1 . �±«¨ P |¯®«³ª®«¼¶® ¬­®¦¥±²¢, ²® ¯®°®¦¤¥­­®¥ ¨¬ ª®«¼¶® S ±®¢¯ ¤ ¥²
± ±®¢®ª³¯­®±²¼¾ ¢±¥¢®§¬®¦­»µ ®¡º¥¤¨­¥­¨© ª®­¥·­»µ ¯®¤±¥¬¥©±²¢, ±®±²®¿¹¨µ ¨§
¯®¯ °­® ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬­®¦¥±²¢, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ½«¥¬¥­² ¬¨ ¯®«³ª®«¼¶  P , ².¥.
S = fA : 9n 2 N 9A1; :::; An 2 P : A = A1 tA2 t ::: tAng .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . � ¤® ¤®ª § ²¼ ¤¢  ¢ª«¾·¥­¨¿: S � f: : :g ¨ S � f: : : g . �®-
±ª®«¼ª³ P � f: : :g , ²® ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯¥°¢®£® ¢ª«¾·¥­¨¿, ³·¨²»¢ ¿ ±¢®©±²¢®
¬¨­¨¬ «¼­®±²¨ S, ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® f:::g | ª®«¼¶®; ¢²®°®¥ ¢ª«¾·¥­¨¥
®·¥¢¨¤­®, ² ª ª ª ¯®±ª®«¼ª³ P � S ¨ S | ª®«¼¶®, ²® ¨ ¢±¥ ª®­¥·­»¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿
½«¥¬¥­²®¢ P ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥­² ¬¨ S.

�² ª, ®±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ±¨±²¥¬  T = f:::g | ª®«¼¶®. �¥¯³±²®²  T ®·¥-
¢¨¤­® ±«¥¤³¥² ¨§ ­¥¯³±²®²» P ¨ ¢ª«¾·¥­¨¿ P � T . � «¥¥, ¨§ ± ¬®© ª®­±²°³ª¶¨¨ T
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®·¥¢¨¤­®, ·²® ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ½«¥¬¥­²®¢ T | ±­®¢  ½«¥¬¥­² T .
�±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ° §­®±²¼ ¤¢³µ ½«¥¬¥­²®¢ T | ±­®¢  ½«¥¬¥­² T , ¨ ¯®«­ ¿
±¨±²¥¬   ª±¨®¬ ª®«¼¶  ((0),(1) ¨ (200)) ¡³¤¥² ¯°®¢¥°¥­  ¤«¿ T .

�³±²¼ A 2 T 3 B, m 2 N 3 n, A =
m
t
i=1

Ai, fA1; :::; Amg � P , B =
n
t
j=1

Bj,

fB1; :::; Bng � P . �®£¤  ­ ©¤³²±¿, ¤«¿ ª ¦¤®© ¯ °» ¨­¤¥ª±®¢ i; j (¯® ±¢®©±²¢³
(10000) ), ·¨±«® Ni;j 2 N ¨ (¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿) ¬­®¦¥±²¢  Ci;j;k 2 P ¯°¨

k = 1; 2; :::Ni;j , ² ª¨¥, ·²® Ai n Bj =
Ni;j

t
k=1

Ci;j;k . � ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ, (A n B) =

(
m
t
i=1

Ai) n (
n
t
j=1

Bj) =
m
t
i=1

(Ai n
n
t
j=1

Bj) =
m
t
i=1

�
n
\
j=1

(Ai nBj)

�
=

m
t
i=1

�
n
\
j=1

Ni;j

t
k=1

Ci;j;k

�
=

m
t
i=1

t
�2Ki

n
\
j=1

Ci;�(k);k)

(£¤¥, ¤«¿ ª ¦¤®£® i 2 f1; :::mg, Ki = f1; :::; Ni;1g � f1; :::; Ni;2g � ::: � f1; :::; Ni;ng ¨
� 2 Ki ®§­ · ¥², ·²® � = (�(1); :::; �(n)), £¤¥ ¤«¿ ¢±¿ª®£® k 2 f1; :::; ng ¨­¤¥ª± �(k)
¡¥°¥²±¿ ¨§ Ni;k ),

¨, ¯®±ª®«¼ª³ ª®­¥·­»¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ (
n
\
j=1

Ci;�(k);k) ½«¥¬¥­²®¢ P | ±­®¢  ½«¥¬¥­²» P ,

¯®«³·¨¬, ·²® A nB ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥·­®£® ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ­¥¯¥°¥±ª ¾¹¨µ±¿
½«¥¬¥­²®¢ ±¨±²¥¬» P . /

�«¥¤±²¢¨¿:
1. S = fA � ([P ) : 9n 2 N 9A1; :::; An 2 P : A = A1 [ A2 [ ::: [Ang
(²® ¥±²¼ S ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ª®­¥·­»µ ®¡º¥¤¨­¥­¨© ½«¥¬¥­²®¢ P ).
2. �±¿ª®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ª®­¥·­®© ±¨±²¥¬» ½«¥¬¥­²®¢ ¯®«³ª®«¼¶  ¬®¦¥² (¯®±ª®«¼ª³
² ª®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ | ½«¥¬¥­² ¯®°®¦¤¥­­®£® ½²¨¬ ¯®«³ª®«¼¶®¬ ª®«¼¶ ) ¡»²¼ ¯°¥¤-
±² ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ª®­¥·­®© ¤¨§º¾­ª²­®£® ±¨±²¥¬» ½«¥¬¥­²®¢ ½²®£®
¯®«³ª®«¼¶ .

2 ���� � ������� ����

2.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬¥°»

�³±²¼ E | ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (¢.¯.) ­ ¤ ª ª¨¬- ­¨¡³¤¼ ¯®«¥¬ ¨«¨ ²¥«®¬.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9 . �¥°®© ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ E ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¢±¿ª³¾ ´³­ª¶¨¾ � :
P ! E , ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ­¥ª®²®°®¬ ¯®«³ª®«¼¶¥ P , ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ ¢ E
¨ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢®¬ (ª®­¥·­®©)  ¤¤¨²¨¢­®±²¨:

(A) �±«¨ n 2 N, ¨ ¬­®¦¥±²¢  A1; :::; An | ² ª¨¥ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥-

¬¥­²» P , ·²® ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥
n
t
j=1

Aj ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­²®¬ P , ²® �(
n
t
j=1

Aj) =
nP
j=1

�(Aj) .

� ª³¾ ¬¥°³ � : P ! E ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ E-§­ ·­®© ¬¥°®© ­  P . �±«¨ E � C , E-
§­ ·­³¾ ¬¥°³ ­ §»¢ ¥¬ ·¨±«®¢®©; ·¨±«®¢³¾ ¬¥°³ ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ¢¥¹¥±²¢¥­-
­»¬¨ §­ ·¥­¨¿¬¨ | ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®©. �¬¥±²® �(A) ¨­®£¤  ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ ª®°®·¥:
�A.

� «¥¥ ¬» ° ±¸¨°¨¬ ¯®­¿²¨¥ ·¨±«®¢®© ¬¥°» (¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬¥°»), ·²®¡»
¥© ¯°¨­¨¬ ²¼ ¡¥±ª®­¥·­»¥ §­ ·¥­¨¿.
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�°®±²¥©¸¨¥ ¯°¨¬¥°».
1) �³±²¼ «¾¡»¥ ¤¢  ° §«¨·­»µ ­¥¯³±²»µ ¬­®¦¥±²¢  ¨§ ¯®«³ª®«¼¶  P ¤¨§º¾­ª²­».
�®£¤  «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿ � : P ! E (E | ¢.¯.), ­  ¯³±²®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ ¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ §­ -
·¥­¨¥ ­³«¼, | ¬¥°  (­ ¯®¬­¨¬, ·²® ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ¤¨§º¾­ª²­ ¿ ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢
¢¬¥±²¥ ± ¯³±²»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³ª®«¼¶®¬; ­ ¯°¨¬¥°, ®­® ¬®¦¥² ±®±²®¿²¼
²®«¼ª® ¨§ ¯³±²®£® ¨ ®¤­®½«¥¬¥­²­»µ ¬­®¦¥±²¢). 2) �³±²¼ ª ¦¤®¥ ­¥¯³±²®¥ A 2 P
±®¤¥°¦¨² ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢. �³­ª¶¨¿ � : P ! R, ­  ª ¦¤®¬ A 2 P ° ¢­ ¿
·¨±«³ ½«¥¬¥­²®¢ ¢ A, ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®© ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ±·¨² ¾¹¥© ¬¥°®©.

�¯° ¦­¥­¨¥. (�.�. �®² ¯®¢)
�®ª § ²¼, ·²® ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¬¥°» ­¥«¼§¿ ®£° ­¨·¨²¼±¿ ±«³· ¥¬ n = 2 | ¡®«¥¥
²®·­®, ­³¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¨§ ±«¥¤³¾¹¥£® ±¢®©±²¢  (A2):
(A2) ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢  A1 ¨ A2 | ² ª¨¥ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥¬¥­²» P ,

·²® A1 tA2 2 P , ²® �(A1 tA2) = �(A1) + �(A2) ,
±¢®©±²¢® (A), ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ­¥ ¢»²¥ª ¥².

�¥¸¥­¨¥:
�®±² ²®·­® ¯°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¯®«³ª®«¼¶  P ¨ ´³­ª¶¨¨ � : P ! R, ² ª®©, ·²® ¢»-
¯®«­¥­® ±¢®©±²¢® (A2), ­® ­¥ ¢»¯®«­¥­® ±¢®©±²¢®
(A3) ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢  A1; A2; A3 | ² ª¨¥ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥¬¥­²»
P , ·²® A1 tA2 tA3 2 P , ²® �(A1 tA2 t A3) = �(A1) + �(A2) + �(A3) .

�³±²¼ (ª ª ¢ ­¥ª®²®°»µ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯°¨¬¥° µ) P = f;; A;B;C;
g (¯®«³ «£¥-
¡° ), £¤¥ ¬­®¦¥±²¢  A;B;C ­¥¯³±²» ¨ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ (­ ¯°¨¬¥°, ®¤­®²®-
·¥·­»¥), ¨ 
 = A t B t C. �¥¯¥°¼ ´³­ª¶¨¾ � : P ! R ¤®±² ²®·­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ² ª:
�(;) = �(
) = 0 , �(A) = �(B) = �(C) = 1. �·¥¢¨¤­®, 0 = �(
) = �(A t B t C) 6=
�(A) + �(B) + �(C) = 3

� ¬¥· ­¨¥ 11 . �±«¨, ®¤­ ª®, P | ª®«¼¶®, ²® (A2) ) (A) (¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¯® ¨­¤³ª-
¶¨¨).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬¥°» ¯®«¥§­® ° ±¸¨°¨²¼, ¤®¯³±²¨¢, ·²® °®«¼ E | ®¡« ±²¨ ¥¥ §­ ·¥­¨© |
¬®¦¥² ¨£° ²¼ ­¥ ²®«¼ª® ¢¥ª²®°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (¢¥¤¼ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¬¥°» ¨±¯®«¼§®¢ « ±¼
²®«¼ª® ®¤­  ®¯¥° ¶¨¿ ¨§ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¢ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥), ­® ¨ ¢±¿ª®¥ ¬­®¦¥±²¢®,
­ ¤¥«¥­­®¥  ±±®¶¨ ²¨¢­®©  ¤¤¨²¨¢­®© (¡¨­ °­®©) ®¯¥° ¶¨¥©. �°¨ ½²®¬ �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬¥°»
±®µ° ­¨² ±¬»±«,   ¯°¥¤»¤³¹¥¥ � ¬¥· ­¨¥ ®±² ­¥²±¿ ¢¥°­»¬, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ­¥¬ ¨±¯®«¼§³¥²±¿
²®«¼ª®  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼ ®¯¥° ¶¨¨ + . �¬¥­­®,

� ¯®¬­¨¬, ·²® ¡¨­ °­®© ®¯¥° ¶¨¥© ­  ¬­®¦¥±²¢¥ M ­ §»¢ ¥²±¿ ¢±¿ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥,
ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¥­® ­  M � M ¨ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ ¢ M . � ª ¿ ¡¨­ °­ ¿ ®¯¥° ¶¨¿
' : M �M ! M ­ §»¢ ¥²±¿  ¤¤¨²¨¢­®© ®¯¥° ¶¨¥©, ¨«¨ ±«®¦¥­¨¥¬, ¥±«¨ ®­  ®¡®§­ ·¥­ 
±¨¬¢®«®¬ + , ²® ¥±²¼ ¥±«¨ (¤«¿ ¢±¿ª¨µ x ¨ y ¨§ M) §­ ·¥­¨¥ '(x; y) ®¡®§­ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬
x+ y .

�±«¨ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ M § ¤ ­   ¤¤¨²¨¢­ ¿ ®¯¥° ¶¨¿ + : M � M ! M , ²® ±¨¬¢®«

±³¬¬» (
nP
j=1

xj) ¤«¿ ¢±¿ª®£® ³¯®°¿¤®·¥­­®£® ­ ¡®°  ½«¥¬¥­²®¢ [x1; :::; xni 2M
n ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

°¥ª³°±¨¢­®: (
1P
j=1

xj) = x1 , ¨ ¥±«¨ ³¦¥ ®¯°¥¤¥«¥­ ±¨¬¢®« (
nP
j=1

xj) , ²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® xn+1 2M

¯®« £ ¾² (
n+1P
j=1

xj) = (
nP
j=1

xj) + xn+1 . �­¥¸­¨¥ ±ª®¡ª¨ ®¡»·­® ­¥ ¯¨¸³².

�¥°®© ¥±²¥±²¢¥­­® ­ §»¢ ²¼ ¢±¿ª³¾ ´³­ª¶¨¾ � : S ! E , ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ­¥ª®-
²®°®© ±¨±²¥¬¥ S , ±®±²®¿¹¥© ¨§ ¬­®¦¥±²¢, ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ E,
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­ ¤¥«¥­­®¬  ¤¤¨²¨¢­®© ®¯¥° ¶¨¥© + (­ ¯°¨¬¥°, ¢  ¤¤¨²¨¢­®© ¯®«³£°³¯¯¥ E), ¨ ®¡« ¤ ¥²
±¢®©±²¢®¬ ª®­¥·­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ (A).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10 . �¨¦¥ ¬¥°®© ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ²®«¼ª® ² ª³¾  ¤¤¨²¨¢­³¾ ´³­ª¶¨¾ � : P !
(E;+) , ª®²®° ¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨¬¥¥² ¯®«³ª®«¼¶®. � ª³¾ ¬¥°³ � : P ! E
¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ (E-§­ ·­®©) ¬¥°®© ­  P , ¨ ¢¬¥±²® �(A) ¨­®£¤  ¡³¤¥¬ ¯¨± ²¼ ª®°®·¥ |
�A.

� ¬¥· ­¨¥ 12 . �¡»·­® ³¯®¬¿­³² ¿  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ®¯¥° ¶¨¿ + ®¡« ¤ ¥² ­³«¥¬ ¨ ±¢®©±²¢ ¬¨
 ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¨ ¨ ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¨, ­ ¯®¬­¨¬ ½²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¤¤¨²¨¢­ ¿ ®¯¥° ¶¨¿ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ M ­ §»¢ ¥²±¿ ª®¬¬³² ²¨¢­®©, ¥±«¨, ª ª®¢» ¡»
­¨ ¡»«¨ x 2M ¨ y 2M , ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° ¢¥­±²¢® x+ y = y + x .

�¤¤¨²¨¢­®© ¯®«³£°³¯¯®© ­ §»¢ ¥²±¿ ¢±¿ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® G, ª®²®°®¥ ­ ¤¥«¥­® ² ª®©
 ¤¤¨²¨¢­®© ¡¨­ °­®© ®¯¥° ¶¨¥© (­  ­¥¬) + : G � G ! G , ·²® ¢»¯®«­¥­® ±¢®©±²¢®
( ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¨): a + (b + c) = (a+ b) + c , ¨§ ª®²®°®£® ¢»²¥ª ¥² (¯® ¨­¤³ª¶¨¨), ·²® ¨
¯°¨ «¾¡®¬ ¡®«¼¸¥¬ (ª®­¥·­®¬) ª®«¨·¥±²¢¥ ±« £ ¥¬»µ ±¯®±®¡ ° ±±² ­®¢ª¨ ±ª®¡®ª §­ ·¥­¨¿
­¥ ¨¬¥¥², ¨ ±ª®¡ª¨ (¢­¥¸­¨¥ ¨ ¢­³²°¥­­¨¥) ®¡»·­® ¯°®±²® ­¥ ±² ¢¿²±¿ (¢¬¥±²® +([a; bi)
¨±¯®«¼§³¥¬, ª ª ®¡»·­®, § ¯¨±¼ a+b ). �±«¨ ±«®¦¥­¨¥ ¢ ­¥ª®²®°®©  ¤¤¨²¨¢­®© ¯®«³£°³¯¯¥
ª®¬¬³² ²¨¢­®, ®­  ­ §»¢ ¥²±¿ ª®¬¬³² ²¨¢­®©, ¨«¨  ¡¥«¥¢®©.

�¤¤¨²¨¢­»¬ ¬®­®¨¤®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¯®«³£°³¯¯  (G;+) , ¢ ª®²®°®©
¨¬¥¥²±¿ (¥¤¨­±²¢¥­­»©) ­ §»¢ ¥¬»© ­³«¥¬ ¨ ®¡®§­ · ¥¬»© ±¨¬¢®«®¬ 0 ½«¥¬¥­², ®¡« ¤ -
¾¹¨© ±¢®©±²¢®¬
8x 2 G x+ 0 = 0 + x = x .

�«¿  ¤¤¨²¨¢­®£® ¬®­®¨¤  ³¤®¡­® ±·¨² ²¼, ·²®
0P
j=1

xj = 0 . �±«¨ ±«®¦¥­¨¥ ¢ ­¥ª®²®°®¬  ¤-

¤¨²¨¢­®¬ ¬®­®¨¤¥ ª®¬¬³² ²¨¢­®, ®­ ² ª¦¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ª®¬¬³² ²¨¢­»¬ (¨«¨  ¡¥«¥¢»¬).
�°¨¬¥°®¬  ¡¥«¥¢  ¬®­®¨¤  ¡³¤¥² ±¨±²¥¬  2A , £¤¥ A | ­¥ª®²®°®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¨ ·¥°¥§ +

®¡®§­ ·¥­  ®¯¥° ¶¨¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ (¤°³£®© ¯°¨¬¥° | ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ° §­®±²¨) ¤¢³µ ¯®¤-
¬­®¦¥±²¢ (0 = ;). �°³£¨¬¨ ¯°¨¬¥° ¬¨, ¡®«¥¥ ±³¹¥±²¢¥­­»¬¨ ¤«¿ ­ ±, ¿¢«¿¾²±¿ ·¨±«®¢»¥
ª®«¼¶  ¨ ¯®«¿, ¯®«³£°³¯¯  (�1;+1] = Rt f+1g ¨ ¢¥ª²®°­»¥ ¯°®±²° ­±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 11 . �¥°» ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ (³¯®°¿¤®·¥­­®©  ¡¥«¥¢®©  ¤¤¨²¨¢­®©
¯®«³£°³¯¯¥)

R+ � [0;1) [ f+1g � [0;1]

(®¡®§­ · ¥¬®© ¥¹¥ ¨ ±¨¬¢®«®¬ R+ ), £¤¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® a 6 a + 1 = 1
8a 2 R+ , ¡³¤³² ² ª¦¥ ­ §»¢ ¾²±¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨, ¥±«¨ �(;) = 0 (²® ¥±²¼ ¥±«¨
µ®²¿ ¡» ®¤¨­ ½«¥¬¥­² ±¨±²¥¬» P ¨¬¥¥² ª®­¥·­³¾ ¬¥°³); ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  ­¥
¿¢«¿¥²±¿ ·¨±«®¢®©, ¥±«¨ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ +1 µ®²¿ ¡» ­  ®¤­®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ | ½«¥-
¬¥­²¥ ²®£® ¯®«³ª®«¼¶ , ­  ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥«¥­ . �¥®²°¨¶ ²¥«¼­³¾ ¬¥°³ ­ §»¢ ¾²
ª®­¥·­®©, ¥±«¨ ®­  ·¨±«®¢ ¿ (­¥ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¥ +1).

�¯° ¦­¥­¨¥:
�®­¥·­ ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  ¬®¦¥² (¯°¨¢¥¤¨²¥ ¯°¨¬¥°) ¨¬¥²¼ ­¥®£° ­¨·¥­­®¥
¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨©.

� ¬¥· ­¨¥ 13 . �²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¬¥°  �, § ¤ ­­ ¿ ­  ¯®«³ª®«¼¶¥ P , ­¥®²°¨¶ -
²¥«¼­ , ²® ¨§ (A 2 P 3 B ¨) A � B ¢»²¥ª ¥² �A > �B. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ­ ©¤³²±¿
² ª®¥ n 2 N ¨ ² ª¨¥ Bj 2 P (j 2 f1; 2; :::; ng), ·²® �A = �(B t B1 t B2 t : : : t Bn) =
�B + �B1 + �B2 + : : :+ �Bn > �B.
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� ¬¥· ­¨¥ 14 . �±«¨ � : P ! R+ | ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥° , ²® ±¨±²¥¬  ¢±¥µ ¬­®-
¦¥±²¢ ª®­¥·­®© ¬¥°» (².¥. Pf = fA;A 2 P; �A < 1g) ¿¢«¿¥²±¿ ±­®¢  ¯®«³ª®«¼¶®¬,
² ª ·²® �jPf | ª®­¥·­ ¿ ¬¥° . �¡° ²­®, ¯³±²¼ P ¨ P 0 | ¯®«³ª®«¼¶ , P � P 0 ;
¯³±²¼ ¤«¿ «¾¡»µ ¬­®¦¥±²¢ A1; :::; An (n 2 N) ¨§ P ¨ ¤«¿ B 2 P 0 ¨§ B � A1 [ ::: [An

¢»²¥ª ¥² B 2 P ; ²®£¤  ¥±«¨ � : P ! [0;1) | ª®­¥·­ ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥° , ²®
´³­ª¶¨¿ � 0 : P 0 ! R+ , ¯°®¤®«¦ ¾¹ ¿ ¬¥°³ � ¨ ° ¢­ ¿ +1 ­  ª ¦¤®¬ B 2 P 0 n P ,
²®¦¥ ¬¥° .

� ¬¥· ­¨¥ 15 . �­ ·¥­¨¿ �A1; : : : ; �An ¯°®¨§¢®«¼­®© ¬¥°» � : P ! E, ¯°¨­¨¬ ¥¬»¥
¥¾ ­  ² ª¨µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬­®¦¥±²¢ µ A1; : : : ; An, ª®²®°»¥ ±®±² ¢«¿¾¹¨² ¢ ±¢®¥¬
®¡º¥¤¨­¥­¨¨ ±­®¢  ½«¥¬¥­² ¨§ E, ª®¬¬³²¨°³¾² ¢ ±¢®¥© ±³¬¬¥:
nP
k=1

�Ak = �(
n
t
k=1

Ak) = �(
n
t
k=1

A�(k)) =
nP
k=1

�A�(k), ª ª®¢  ¡» ­¨ ¡»«  ¯¥°¥±² ­®¢ª  � ¯¥°¢»µ

n ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥«.

� ¬¥· ­¨¥ 16 . � «¥¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¡« ±²¥© §­ ·¥­¨© ¬¥°» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª®
¯®«³£°³¯¯».

� ¬¥· ­¨¥ 17 . �  ¬¥°» (¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¯°®±²® ±¯¥¶¨ «¼­®£® ¢¨¤  ´³­ª¶¨¿¬¨) ¥±²¥±²¢¥­­®
¯¥°¥­®±¨²±¿ ¨ ²¥°¬¨­®«®£¨¿, ±¢¿§ ­­ ¿ ± ±³¦¥­¨¥¬ ´³­ª¶¨©. �¬¥­­®, ¥±«¨ � ¨ � | ¤¢¥
E-§­ ·­»¥ ¬¥°», ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ­  ¯®«³ª®«¼¶ µ P ¨ Q ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¯°¨·¥¬ P � Q ¨
±³¦¥­¨¥ ¬¥°» � (ª ª ´³­ª¶¨¨ Q! E) ­  P ±®¢¯ ¤ ¥² ± �, ²® � ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬
¬¥°» � (¤® ¬¥°») ­  Q. �®­¥·­®, ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ­¥ ¢±¥£¤  ¥¤¨­±²¢¥­­® (¯°¨¢¥¤¨²¥ ¯°¨¬¥°
¤¢³µ ° §­»µ ¬¥°, �1 ¨ �2 , ­  ­¥ª®²®°®¬ Q, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¿¬¨ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥
¨±µ®¤­®© ¬¥°» � ).

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¿ª³¾ ¬¥°³, § ¤ ­­³¾ ­   «£¥¡°¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
 ¨ ¯°¨­¨¬ ¾-
¹³¾ §­ ·¥­¨¿ ¢ ¢.¯., ¬®¦­® ¯°®¤®«¦¨²¼ ­  ¢±¿ª³¾ ±²°®£® ¡®«¼¸³¾  «£¥¡°³ ¯®¤¬­®-
¦¥±²¢ 
. �°¨·¥¬ ² ª®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ­¥®¤­®§­ ·­®, ¥±«¨ ¯°®±²° ­±²¢®
§­ ·¥­¨© ¨¬¥¥² ­¥­³«¥¢³¾ ° §¬¥°­®±²¼.

�¥®°¥¬  2 . �³±²¼ P | ¯®«³ª®«¼¶® ¬­®¦¥±²¢, S | ¯®°®¦¤¥­­®¥ ¨¬ ª®«¼¶®, E |
 ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¯®«³£°³¯¯ , ¨ ¯³±²¼ � | ¬¥° , � : P ! E . �®£¤  ¤«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿
¥¤¨­±²¢¥­­®© E-§­ ·­®© ¬¥°» ­  ª®«¼¶¥ S, ±³¦¥­¨¥ ª®²®°®© ­  P ±®¢¯ ¤ ¥² ± �
(² ª ¿ ¬¥°  ­  S ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬ ¬¥°» �), ­¥®¡µ®¤¨¬®, ·²®¡» §­ ·¥­¨¿
� ­  «¾¡»µ ¬­®¦¥±²¢ µ ª®¬¬³²¨°®¢ «¨, ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» §­ ·¥­¨¿ � ­  «¾¡»µ
¤¢³µ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬­®¦¥±²¢ µ ª®¬¬³²¨°®¢ «¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ¿±­ , ¤®ª ¦¥¬ ±«³· © ¤®±² ²®·­®±²¨. �¤¨­-
±²¢¥­­®±²¼ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ²¥®°¥¬» ® ±²°³ª²³°¥ ª®«¼¶ , ¯®°®¦¤¥­­®£®

¯®«³ª®«¼¶®¬, ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¥±«¨ A 2 S, ²® A =
n
t
j=1

Aj ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ n 2 N

¨ A1; :::; An 2 P � S; ¯®½²®¬³ ¥±«¨ � ¨ � | ª ª¨¥-­¨¡³¤¼ E-§­ ·­»¥ ¬¥°» ­ 
(¯®«³)ª®«¼¶¥ S, ² ª¨¥, ·²® ¨µ ±³¦¥­¨¿ ­  P ±®¢¯ ¤ ¾² ± � ( � �P= � �P= � ),
²® §­ ·¥­¨¿ �(A) ¨ �(A) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥­±²¢ ¬

(*) �(A) =
nP
j=1

�(Aj) =
nP
j=1

�(Aj),
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(**) �(A) =
nP
j=1

�(Aj) =
nP
j=1

�(Aj)

¨, §­ ·¨², ±®¢¯ ¤ ¾².
�³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ � ¤®ª ¦¥¬, § ¬¥²¨¢, ·²® ¤«¿ ¬­®¦¥±²¢  A 2 S, ¨¬¥¾¹¥£® ¤¢ 

° §«®¦¥­¨¿ ¢ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ½«¥¬¥­²®¢ ¯®«³ª®«¼¶  P (A =
n
t
j=1

Aj =

m
t
k=1

Bk ; Aj 2 P 3 Bk), ±³¬¬»
nP
j=1

�(Aj) =
nP
j=1

mP
k=1

�(Aj \Bk) ¨
mP
k=1

�(Bk) =
mP
k=1

nP
j=1

�(Bk \Aj)

° ¢­» (§¤¥±¼ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¼¾ ¬¥° ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¬­®-
¦¥±²¢); ° ¢¥­±²¢® ½²¨µ ±³¬¬ ®§­ · ¥², ·²® ±®®²­®¸¥­¨¿ (*) ª®°°¥ª²­® ®¯°¥¤¥«¿¾²
§­ ·¥­¨¿ ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ � : S ! E .

�°®¢¥°¨¬, ·²® ² ª ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ �  ¤¤¨²¨¢­ . �«¿ ½²®£®, ¯®±ª®«¼ª³ �
®¯°¥¤¥«¥­  ­  ª®«¼¶¥ ¬­®¦¥±²¢, ¤®±² ²®·­®, ª ª ¡»«® ®²¬¥·¥­®, ¯°®¢¥°¨²¼  ª±¨®¬³
(A2) . �³±²¼ A 2 S 3 B (¯® ±¢®©±²¢³ ª®«¼¶ , ¯°¨ ½²®¬ A [ B 2 S) ¨ A \ B = ;.
�®£¤ , ¯® ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬¥, ­ ©¤³²±¿ ­ ²³° «¼­»¥ ·¨±«  n ¨ m ¨ ¯®¯ °­® ­¥

¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥¬¥­²» A1; :::; An; B1; :::; Bm ¯®«³ª®«¼¶  P , ² ª¨¥, ·²® A =
n
t
j=1

Aj

¨ B =
m
t
k=1

Bk . �®½²®¬³ (± ³·¥²®¬ (ª®°°¥ª²­®±²¨) ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (*) ) ±¯° ¢¥¤«¨¢»
° ¢¥­±²¢ 
�(A tB) = �(A1 t :::t An tB1 t ::: tBm) =
= �(A1)+� � �+�(An)+�(B1)+� � �+�(Bm) = �(A1t:::tAn)+�(B1t:::tBm) = �(A)+�(B) .
�®ª § ²¥«¼±²¢® § ª®­·¥­®. /

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ·²®¡» ¨¬¥²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ®² ¬¥°» ­  ¯®«³ª®«¼¶¥
ª ¯°®¤®«¦ ¾¹¥© ¥¥ ¬¥°¥ ­  ª®«¼¶¥, ­³¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬¥°» ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢
 ¡¥«¥¢»µ ¯®«³£°³¯¯ µ. �°®¬¥ ²®£®, · ±²® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¡»·­ ¿ (¯®½«¥¬¥­²­ ¿,
¨«¨ ¯®²®·¥·­ ¿) ±³¬¬  «¾¡»µ ¤¢³µ ¬¥° P ! E ±­®¢  ¡»«  ¬¥°®©, ®ª §»¢ ¥²±¿ ­¥
²®«¼ª® ¤®±² ²®·­»¬, ­® ¨ ­¥®¡µ®¤¨¬»¬ ±¢®©±²¢® ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¨ ¯®«³£°³¯¯» E.

� §®¢¥¬  «£¥¡° ¨·¥±ª¨¬ ¯®«³ª®«¼¶®¬ K = [K;+; �i ª®¬¬³² ²¨¢­³¾ ¯®«³£°³¯¯³
(K;+) , ­ ¤¥«¥­­³¾ ®¯¥° ¶¨¥© ³¬­®¦¥­¨¿ � : K2 ! K ² ª®©, ·²® ª ª®¢» ¡» ­¨ ¡»«¨
x 2 K, y 2 K ¨ z 2 K, ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ 
x � (y + z) = (x � y) + (x � z) (x+ y) � z = (x � z) + (y � z).

�¥®°¥¬  3 . �±«¨ P ¨ Q | ¯®«³ª®«¼¶  ¬­®¦¥±²¢, � : P ! K ¨ � : Q ! K |
¬¥°», ¯°¨­¨¬ ¾¹¨¥ §­ ·¥­¨¿ ¢  «£¥¡° ¨·¥±ª®¬ ¯®«³ª®«¼¶¥ K, ²® ´³­ª¶¨¿ � � � :
P �Q! K, § ¤ ¢ ¥¬ ¿ ° ¢¥­±²¢®¬ �� � (A�B) = �(A) � �(B), ¿¢«¿¥²±¿ ¬¥°®©; ®­ 
­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬¥° � ¨ �.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . � ±¨«³ ²®«¼ª® ·²® ¤®ª § ­­®© ²¥®°¥¬» ¤®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼
½²® ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  P ¨ Q | ª®«¼¶ . � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯°®¤®«¦¨¬ ¬¥°»
� ¨ � ­  ª®«¼¶  P 0 ¨ Q0, ¯®°®¦¤¥­­»¥ P ¨ Q, § ²¥¬ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¤®ª § ­­®© ¤«¿
ª®«¥¶  ¤¤¨²¨¢­®±²¼¾, ¨ ­ ª®­¥¶ ±³§¨¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯°®¤®«¦¥­­»µ ¬¥° ­  P �Q|
®·¥¢¨¤­®, ½²® ±³¦¥­¨¥ ¨ ¡³¤¥² ª®­¥·­®- ¤¤¨²¨¢­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¨±µ®¤­»µ ¬¥°.

�² ª, ¯³±²¼ P ¨ Q| ª®«¼¶ , A 2 P , B 2 Q, (A�B) =
n
t
j=1

(Aj �Bj) (Aj 2 P , Bj 2 Q

¯°¨ j = 1:::n). �¥©· ± ¬» ¯°®¢¥°¨¬, ·²® �(A)�(B) =
nP
j=1

�(Aj)�(Bj). �³±²¼ 
P = [P

¨ 
Q = [Q .
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�®« £ ¥¬ N = fS : S � f1; 2; :::; ngg ; ¤«¿ ª ¦¤®£® S 2 N ®¡®§­ ·¨¬ AS = \
j=1

AS
j ,

£¤¥ AS
j = Aj ¯°¨ j 2 S, ¨ AS

j = A n Aj ¯°¨ j =2 S (®·¥¢¨¤­®, ¢±¿ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® AS

¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª®«¼¶³ P );  ­ «®£¨·­®, ¤«¿ ª ¦¤®£® S 2 N ®¡®§­ ·¨¬ BS = \
j=1

BS
j ,

£¤¥ BS
j = Bj ¯°¨ j 2 S, ¨ BS

j = B nBj ¯°¨ j 2 N n S (®·¥¢¨¤­®, BS 2 Q).
�®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ :

8j 2 f1; 2; :::; ng Aj = t
S2N;S3j

AS ,

8j 2 f1; 2; :::; ng Bj = t
S2N;S3j

BS ,

A = t
S2N

AS , B = t
S2N

BS , A�B = t
(U;V )2N2

AU�BV , ¯°¨·¥¬ ¢±¿ª®¥ ­¥¯³±²®¥ ¯°®¨§¢¥-

¤¥­¨¥ ¢¨¤  AU �BV ¢µ®¤¨² (ª ª ¯®¤¬­®¦¥±²¢®) ¢ ²®·­®±²¨ ¢ ®¤­® ¨§ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨©
¢¨¤  Aj �Bj ;

­ ª®­¥¶,
nP
j=1

�(Aj)�(Bj) =
nP
j=1

(
P
U3j

�(AU )) � (
P
V3j

�(BV )) =

(¯°¨·¥¬ N2 =
n
t
j=1
fU 2 N : U 3 jg � fV 2 N : V 3 jg )

=
P

(U;V )2N2

�(AU) � �(BV ) = �(A) � �(B). � ¯°®¶¥±±¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¬» ¯®«¼§®¢ «¨±¼

²®«¼ª® ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¼¾ ¨  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼¾ ±«®¦¥­¨¿ ¨ ¤¨±²°¨¡³²¨¢­»¬ § ª®­®¬ K,
¨ ­¥ ¯®«¼§®¢ «¨±¼ ª®¬¬³² ²¨¢­®±²¼¾ ¨ ¤ ¦¥  ±±®¶¨ ²¨¢­®±²¼¾ ³¬­®¦¥­¨¿. /

� ¬¥· ­¨¥ 18 . �®«³·¥­­ ¿ ²¥®°¥¬  ¯°¨¬¥­¨¬  ª ª ª ¢¥¹¥±²¢¥­­®§­ ·­»¬ (¢¥ª²®°­»¬)
¬¥° ¬, ² ª ¨ ª · ±²® ¨±¯®«¼§³¥¬»¬ ¢ «¨²¥° ²³°¥ ¬¥° ¬ ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢  «£¥¡° ¨·¥±ª®¬
¯®«³ª®«¼¶¥ [0;1] (¨«¨ (�1;+1] ).

2.2 �®«³£°³¯¯» ±® ±µ®¤¨¬®±²¼¾ ¨ ±·¥²­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼

¬¥°

� «¥¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®«³£°³¯¯ E, ¢ ª®²®°»µ ¯°¨­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿ ¬¥°», ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿
²®«¼ª® ² ª¨¥ ª®¬¬³² ²¨¢­»¥ ¯®«³£°³¯¯», ¢ ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥­® ¯®­¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ (²® ¥±²¼ ³ª § ­®, ª ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ½«¥¬¥­²®¢ E ±·¨² ¾²±¿ ±µ®-
¤¿¹¨¬¨±¿, ¨ ª ª ª®¬³ ½«¥¬¥­²³ ª ª ¿ ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±µ®¤¨²±¿; ¯°¨ ½²®¬
¥¹�¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ±³¬¬  ¯°¥¤¥«®¢ ° ¢­  ¯°¥¤¥«³ ±³¬¬ ½«¥¬¥­²®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ

¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©); ²®£¤  (¡¥±ª®­¥·­»¬) °¿¤®¬
1P
j=1

aj ½«¥¬¥­²®¢ aj 2 E ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®-

±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fn 7!
nP
j=1

ajg (\· ±²¨·­»µ ±³¬¬" ½²®£® °¿¤ ), ¯°¨·¥¬ ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥²

¥¥ ¯°¥¤¥« a, ²® °¿¤ ­ §»¢ ¥²±¿ ±µ®¤¿¹¨¬±¿,   ½«¥¬¥­² a | ±³¬¬®© ½²®£® °¿¤ , ¨ ¯¨¸³²
1P
j=1

aj = a . �±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fn 7! an : n 2 Ng ½«¥¬¥­²®¢ ¯®«³£°³¯¯» E ±µ®¤¨²±¿

ª a 2 E, ²® ¯¨¸¥¬ a = lim(an) ¨«¨, °¥¦¥, fang ! a.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 12 . �¥°  ­  (¯®«³ª®«¼¶¥) P ­ §»¢ ¥²±¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®©, ¥±«¨ ®­ 
®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢®¬:
(A1): �±«¨ ¬­®¦¥±²¢  A1; A2; ::: | ² ª¨¥ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥¬¥­²» ±¨-

±²¥¬» P , ·²® ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥
1
t
j=1

Aj ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­²®¬ P , ²® �(
1
t
j=1

Aj) =
1P
j=1

�(Aj) .

16



� ¬¥· ­¨¥ 19 . �±«¨ ¬¥°  � : P ! E ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­  ¨ ¥±«¨ ±­®¢  ¬­®¦¥±²¢  A1; A2; :::

| ² ª¨¥ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥¬¥­²» P , ·²® ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥
1
t
j=1

Aj ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥-

¬¥­²®¬ P , ²® °¿¤
1P
j=1

�(Aj) ±µ®¤¨²±¿ ¡¥§³±«®¢­® (²® ¥±²¼ ¯®±«¥ ¯°®¨§¢®«¼­®© ¯¥°¥±² ­®¢ª¨

±« £ ¥¬»µ ¯®«³·¨²±¿ ±­®¢  ±µ®¤¿¹¨©±¿, ¯°¨·¥¬ ª ¯°¥¦­¥© ±³¬¬¥, °¿¤). �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

¥±«¨ s | ¡¨¥ª²¨¢­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ (¯¥°¥±² ­®¢ª ) N ­  N, ²®
1
t
j=1

Aj =
1
t
j=1

As(j) , ¨ ¯® ±¢®©-

±²¢³ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨

9
1P
j=1

�(As(j)) = �(
1
t
j=1

As(j)) = �(
1
t
j=1

Aj) =
1P
j=1

�(Aj) .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ³ ­ ± ¨¬¥¾²±¿ ¯®­¿²¨¿ R-, C -, Rk -, ¤ ¦¥ Q - ¨ Zk -§­ ·­»µ ±·¥²­® ¤-
¤¨²¨¢­»µ ¬¥° (½²¨ £°³¯¯» ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ­ ¤¥«¥­­»¬¨ ®¡»·­»¬ ¯®­¿²¨¥¬ ¯°¥¤¥«  ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ¨¬¥¾¹¥¬±¿ ¢ ®¡º¥¬«¾¹¨µ ½²¨ ¬­®¦¥±²¢  ¥¢ª«¨¤®¢»µ ¯°®±²° ­±²¢ µ),
  ² ª¦¥ ¯®­¿²¨¥ ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°», ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© §­ ·¥­¨¿ ¢ ª®¬¬³² ²¨¢­®© ¯®-
«³£°³¯¯¥ R+ = R[ f+1g (± ®¡»·­»¬ ¯®­¿²¨¥¬ ±µ®¤¨¬®±²¨ ª ·¨±«³ ¨«¨ ª +1), £¤¥
x 6 x + (+1) = +1 8x 2 R+ . �­®£¤  ¯®«¥§­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼  ­ «®£¨·­³¾ ¯®«³£°³¯¯³
R� = R[ f�1g £¤¥ x > x+ (�1) = �1 8x 2 R� .

�®¦¤¥±²¢¥­­® ° ¢­ ¿ ­³«¾ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  «¾¡®¬ ¯®«³ª®«¼¶¥, ¤ ¥² (²°¨¢¨ «¼-
­»©) ¯°¨¬¥° ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» (±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ «¾¡®© ¨§ ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ ¯®«³-
£°³¯); ¥¹¥ ²°¨¢¨ «¼­»¥ ¯°¨¬¥°» ¤«¿ ½²¨µ ¦¥ ®¡« ±²¥© §­ ·¥­¨© | ¬¥°» ­  ª®­¥·­»µ
¯®«³ª®«¼¶ µ ¨«¨, ¡®«¥¥ ®¡¹¨¬ ®¡° §®¬, ­  ¢±¿ª®¬ ² ª®¬ ¯®«³ª®«¼¶¥, ¢ ª®²®°®¬ ­¥ ±³¹¥-
±²¢³¥² ¡¥±ª®­¥·­®£® ¤¨§º¾­ª²­®£® ¯®¤±¥¬¥©±²¢ , ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ½«¥¬¥­²®¢ ª®²®°®£® ¯°¨-
­ ¤«¥¦¨² ½²®¬³ ¯®«³ª®«¼¶³ (±ª ¦¥¬, ±·¨² ¾¹¨¥ ¬¥°»). � ±«³· ¥ E = R+ ±·¥²­®  ¤¤¨-
²¨¢­®© ¬¥°®© ¡³¤¥² ² ª¦¥ ¯®±²®¿­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, § ¤ ­­ ¿ ­  ª ª®¬-­¨¡³¤¼ ¯®«³ª®«¼¶¥ P ,
¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ §­ ·¥­¨¥ +1 (¤ ¦¥ ­  ½«¥¬¥­²¥ ; 2 P ).

� ¯¥°¥·¨±«¥­­»µ ¯°¨¬¥° µ ¯®«³£°³¯¯ ¯®­¿²¨¥ ±µ®¤¨¬®±²¨, ±¢¿§ ­­®¥ ± ª ¦¤®© ¨§ ­¨µ,
®¡« ¤ ¥² ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¬¨ ¯®«¥§­»¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨; ¢»¯®«­¥­¨¿ ­¥ª®²®°»µ ¨§ ­¨µ ¬» ¯®-
²°¥¡³¥¬ ®² ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¯®«³£°³¯¯ E.

� ¬¥· ­¨¥ 20 . � «¥¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯®«³£°³¯¯ E, ¢ ª®²®°»µ ¯°¨­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿ ¬¥°»,
° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ²®«¼ª® ª®¬¬³² ²¨¢­»¥ ¯®«³£°³¯¯», ¢ ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥­® ¯®­¿²¨¥ ¯°¥-
¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ (¥±²¥±²¢¥­­»¬) ²°¥¡®¢ ­¨¿¬: ¯®¤-
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±µ®¤¨²±¿ (ª ²®¬³ ¦¥ ¯°¥¤¥«³); ¯®-
±²®¿­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ª ±¢®¥¬³ ¯®±²®¿­­®¬³ §­ ·¥­¨¾; lim(an + bn) =
lim(an) + lim(bn) , ¥±«¨ ¯®±«¥¤­¨¥ ¤¢  ¯°¥¤¥«  ±³¹¥±²¢³¾². � ª²¨·¥±ª¨, ­ ± ¢ ®±­®¢­®¬
¡³¤¥² ¨­²¥°¥±®¢ ²¼ ±«³· © ·¨±«®¢®© (¤ ¦¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®©) ¬¥°» ¨, °¥¦¥, ±«³· © ®¡¹¥©
­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬¥°» (².¥. ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ R+ = [0;1] ).

� ª ±«¥¤±²¢¨¥,
1P
j=1

(aj;1 + � � �+ aj;n) = (
1P
j=1

aj;1) + � � �+ (
1P
j=1

aj;n), ¥±«¨ ¢±¥ n °¿¤®¢, ­ -

µ®¤¿¹¨¥±¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢¥­±²¢ , ±µ®¤¿²±¿. �°®¬¥ ²®£®, ¥±«¨ °¿¤
1P
j=1

aj ±µ®¤¨²±¿ ¨

­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿ f : (N [ f0g) ! N ±²°®£® ¢®§° ±² ¥² ¨ ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ ­³«¥ ° ¢¥­±²¢®¬

f(0) = 1, ²® ±µ®¤¨²±¿ ¨ °¿¤
1P
k=1

(
f(k)�1P
s=f(k�1)

as) , ¨ ¥£® ±³¬¬  ±­®¢  ° ¢­ 
1P
j=1

aj . �²¨ ±¢®©±²¢ 

°¿¤®¢ ¯°¨¬¥­¿¾²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥© «¥¬¬¥.
�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¥¥ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼, ®²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ � | ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥° , ¿¢«¿-

¾¹ ¿±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬ ¬¥°» �, ²® ¨ � ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ; ®¡° ²­®¥ ¢¥°­® «¨¸¼ ¢ ±¯¥¶¨ «¼-
­»µ ±«³· ¿µ.
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2.3 �°®¤®«¦¥­¨¿ ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­»µ ¬¥° ­  ª®«¼¶®, ¬¥° 

�¥¡¥£ 

�¥¬¬  1 . �°®¤®«¦¥­¨¥ ¬¥°» ± ¯®«³ª®«¼¶  P ­  ¯®°®¦¤¥­­®¥ ¨¬ ª®«¼¶® S ¡³¤¥² ±·¥²­®
 ¤¤¨²¨¢­»¬, ¥±«¨ ¨±µ®¤­ ¿ ¬¥°  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ � | ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ­  S ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» � : P ! E .
�³±²¼ Ck (k 2 N) | ² ª¨¥ ¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ½«¥¬¥­²» S, ·²® ¨µ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥

C =
1
t
k=1

Ck ¿¢«¿¥²±¿ ±­®¢  ½«¥¬¥­²®¬ S. �³¦­® ¤®ª § ²¼ ° ¢¥­±²¢® �(C) =
1P
k=1

�(Ck) .

�³±²¼ Aj 2 P (j 2 f1; 2; :::;mg) ² ª¨¥, ·²® C =
m
t
j=1

Aj , ¨  ­ «®£¨·­®, ¤«¿ ª ¦¤®£® k 2 N,

Ak;j 2 P (j 2 f1; 2; :::; mkg) | ² ª¨¥, ·²® Ck =
mk

t
i=1

Ak;i .

� ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ¤«¿ ¢±¿ª®£® j 2 f1; :::; mg ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° §«®¦¥­¨¥

Aj =
1
t
k=1

(Aj \ Ck) =
1
t
k=1

�mk

t
i=1

(Aj \ Ak;i)
�

,

¯°¨·¥¬ (Aj \Ak;i) 2 P . �®½²®¬³, ¯°¨ ª ¦¤®¬ j 2 f1; :::; mg ¥±²¥±²¢¥­­® («¥ª±¨ª®£° ´¨·¥-
±ª¨) ³¯®°¿¤®·¨¢ ¿ ¢ ¥¤¨­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ½«¥¬¥­²» (¤¢³¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®© ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®±²¨) �(Aj \Ak;i) 2 E (k 2 N; ¯°¨ § ¤ ­­®¬ k: i 2 f1; :::;mkg) ¯®«³·¨¬ ±µ®¤¿¹¨©±¿
ª ½«¥¬¥­²³ �(Aj) °¿¤, ¯® ±³¬¬¥ ° ¢­»©, ª ª ¡»«® ®²¬¥·¥­®, ±³¬¬¥ \±£°³¯¯¨°®¢ ­­®£®"

°¿¤ 
1P
k=1

(
mkP
i=1

�(Aj \Ak;i)).

�®½²®¬³ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ :
1P
k=1

�(Ck) =
1P
k=1

(
mP
j=1

�(Aj \ Ck)) =
mP
j=1

(
1P
k=1

�(Aj \ Ck)) =
mP
j=1

�
1P
k=1

mkP
i=1

�(Aj \ Ak;i))

�
=

=
mP
j=1

�(Aj) = �(C), ¨ ­³¦­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¤®ª § ­®. /

�¨¦¥ ¤«¿ ·¨±«®¢»µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¬¥° ¡³¤¥² ¤®ª § ­  ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  (­ §»¢ -
¥¬ ¿ ²¥®°¥¬®© � ° ²¥®¤®°¨).

�¥®°¥¬  4 . �«¿ ¢±¿ª®© ·¨±«®¢®© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» �, § ¤ ­­®©
­  ¯®«³ «£¥¡°¥ P , ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ¤® ¬¥°» ­ 
�- «£¥¡°¥ �(P ).

�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¥¥ ¤®ª §»¢ ²¼, ¯°¨¢¥¤¥¬ ¯®«¥§­»© ª°¨²¥°¨© ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¬¥°»,
§ ¤ ­­®© ­  ª®«¼¶¥ ¬­®¦¥±²¢, ¨, ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°», ®¯¨¸¥¬
¬¥°³ �¥¡¥£  ­  ¯®«³ª®«¼¶¥ ®£° ­¨·¥­­»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®©.

�¨¦¥, ¥±«¨ ª®¬¬³² ²¨¢­ ¿ ¯®«³£°³¯¯  E ¿¢«¿¥²±¿ £°³¯¯®©, ²® ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²®
§ ¤ ­­®¥ ¢ ­¥© ¯®­¿²¨¥ ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨¬¥¥², ª°®¬¥ ³ª § ­­»µ ° ­¥¥, ² ª®¥
±¢®©±²¢®: (¥±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fn 7! ang ±µ®¤¨²±¿, ²®) lim(�an) = � lim(an). � ² ª®©
£°³¯¯¥ ®¡¹¨© ½«¥¬¥­² ±µ®¤¿¹¥£®±¿ °¿¤  ±²°¥¬¨²±¿, ª ª ®¡»·­®, ª ­³«¾.

�ª ¦¥¬, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ An (n 2 N) ³¡»¢ ¥² ª ¯³±²®¬³ ¬­®¦¥±²¢³,
¥±«¨ ®­  ­¥¢®§° ±² ¾¹ ¿ (An+1 � An) ¨ ¥±«¨ ¯°¨ ½²®¬ \

n2N
An = ; .

�¥¬¬  2 . �³±²¼ S | ª®«¼¶® ¬­®¦¥±²¢, E | £°³¯¯ , � : S ! E | ¬¥° . �«¿ ²®£®,
·²®¡» � ¡»«  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®©, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤®±² ²®·­®, ·²®¡» ¤«¿ ¢±¿ª®© ³¡»¢ ¾¹¥©
ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fn 7! An : n 2 Ng (½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  S ) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
fn 7! �(An)g ±µ®¤¨« ±¼ ª ­³«¾ (¢ E).

(�´®°¬³«¨°®¢ ­­®¥ §¤¥±¼ ±¢®©±²¢®, ° ¢­®±¨«¼­®¥ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨, ¥±²¥±²¢¥­­®
­ §¢ ²¼ \­¥¯°¥°»¢­®±²¼¾ ¬¥°» � ¢ ­³«¥" ; ² ª ¬» ¨ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬.)
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ � ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ , An ³¡»¢ ¾² ª ;. �®£¤  A1 = (A1 n A2) t
(A2 nA3) t :::, ®²ª³¤  �A1 = (�A1 � �A2) + (�A1 � �A2) + :::; ¯®½²®¬³ 0 = (�A1) + (�A1 �
�A2)+(�A1��A2)+ ::: , ¯°¨·¥¬ N -¿ · ±²¨·­ ¿ ±³¬¬  ¯®±«¥¤­¥£® °¿¤  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ��(AN ).

�¡° ²­®, ¯³±²¼ �(Bn) ! 0 2 E ¤«¿ ¢±¿ª®© ³¡»¢ ¾¹¥© ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ Bn
½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  S. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¬¥°» � ¢®§¼¬¥¬ ² ª¨¥

­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¬­®¦¥±²¢  An 2 S (n 2 N), ·²® ¬­®¦¥±²¢® A =
1
t
n=1

An ¯°¨­ ¤«¥¦¨²

S. �§ ¯®±«¥¤­¥£® ° ¢¥­±²¢  ±«¥¤³¥², ·²®, ®¡®§­ ·¨¢ ·¥°¥§ BN ¬­®¦¥±²¢®
1
t

n=N+1
An �

A n (
N
t
n=1

An) 2 S, ¯®«³·¨¬ Bn # (³¡»¢ ¥²),
1
\
n=1

Bn = ;. �­ ·¨², �A �
NP
n=1

�(An) = �A �

�(
N
t
n=1

An) = �(A n (
N
t
n=1

An)) ! 0, ®²ª³¤ 
NP
n=1

�(An) ! �A, ·²® ¨ ®§­ · ¥² ±µ®¤¨¬®±²¼ ª

�(
1
t
n=1

An) °¿¤ 
1P
n=1

�(An) . �¥¬¬  ¤®ª § ­ . /

�¯° ¦­¥­¨¥.
�°¨¢¥±²¨ ¯°¨¬¥° ¯®«³ª®«¼¶ , ¤«¿ ª®²®°®£® ½²®² ª°¨²¥°¨© ­¥¢¥°¥­ (²® ¥±²¼ ³ª § ²¼ ¯®-
«³ª®«¼¶® ¨ ­¥¯°¥°»¢­³¾ ¢ ; ¬¥°³ ­  ­¥¬, ª®²®° ¿ ­¥ ¿¢«¿« ±¼ ¡» ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®©).

� ¬¥· ­¨¥ 21 . �±«¨ ¢ ¯®«³ª®«¼¶¥ ­¥² ±²°®£® ³¡»¢ ¾¹¨µ ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©, ²® ¢±¥
¬¥°» ­  ­¥¬ | ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»¥.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �±«¨ ¬¥°  � , § ¤ ­­ ¿ ­  ¯®«³ª®«¼¶¥ P , ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢-
­®©, ²® ¢ ¯®«³ª®«¼¶¥ P ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® A 2 P , ª®²®°®¥ ¨¬¥¥² ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥

A =
1
t
j=1

Aj (Aj 2 P ), ¯°¨·¥¬ ­¥¢¥°­®, ·²® �A =
1P
j=1

�Aj ; §­ ·¨², ¯¥°¥µ®¤¿ ª ¯®¤¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼­®±²¨, ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® Aj 6= ; ¤«¿ ¢±¥µ j 2 N . � «¥¥, (¯¥°¥µ®¤¿ ª ¯®«³ «£¥¡°¥ ¯®¤-
¬­®¦¥±²¢ ¢ A) ¬®¦¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® P | ¯®«³ «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  A . �®«®¦¨¬
A = B1 ¨ § ¬¥²¨¬, ·²® AnA1 ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥¬ ( AnA1 = A1;1t : : :tA1;n1 ) ­¥ª®²®°®©
¤¨§º¾­ª²­®© ±¨±²¥¬» fA1;1; : : : ; A1;n1g ½«¥¬¥­²®¢ ¯®«³ª®«¼¶  P , ¯°¨·¥¬ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥
®¤­® ¨§ ½²¨µ ¬­®¦¥±²¢, A1;k , ¨¬¥¥² ­¥¯³±²»¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ± ¡¥±ª®­¥·­»¬ ·¨±«®¬ ¬­®¦¥±²¢
Aj (¨­ ·¥ ±°¥¤¨ ¬­®¦¥±²¢ Aj ¢±¥, ª°®¬¥, ¬®¦¥² ¡»²¼, ª®­¥·­®£® ¨µ ·¨±« , ®ª § «¨±¼ ¡»

¯³±²»¬¨, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¨µ ¢»¡®°³). �®«®¦¨¬ B2 = A1;k , ²®£¤  B2 =
1
t
j=2

(B2 \ Aj) ;

±°¥¤¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨© B2 \ Aj (2 P 8j 2 N) ±­®¢  ¡¥±ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ­¥¯³±²»µ, ¨, ¯°¨¬¥­¨¢
°¥ª³°±¨¾, ­ ©¤¥¬ (±²°®£®!) ³¡»¢ ¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥¯³±²»µ Bj 2 P ² ª³¾, ·²®

¯°¨ j > 1 ¢»¯®«­¥­® ¢ª«¾·¥­¨¥ Bj � A n
j�1
[
i=1

Ai , ®²ª³¤ 
1
\
j=1

Bj = ;. �®±²°®¥­¨¥ ±²°®£®

³¡»¢ ¾¹¥© ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ½«¥¬¥­²®¢ ¯®«³ª®«¼¶ , ­  ª®²®°®¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¬¥° ,
­¥ ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®©, § ª®­·¥­®. /

� ¬¥· ­¨¥ 22 . �§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® § ¬¥· ­¨¿ ±«¥¤³¥², ·²® ¯®±«¥¤­¥¥ ³¯° ¦­¥­¨¥ ­¥«¼§¿ °¥-
¸¨²¼, ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ²¥ ¯®«³ª®«¼¶ , ¢ ª®²®°»µ ­¥² ±²°®£® ³¡»¢ ¾¹¨µ ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
­®±²¥©: µ®²¿ ¬¥°» ­  ² ª¨µ ¯®«³ª®«¼¶ µ, ª®­¥·­®,  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ­¥¯°¥°»¢­» ¢ ; , ½²¨
¦¥ ¬¥°» ¨ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­». �¥¸¥­¨¥ ¯°¨¢¥¤¥­® ­¨¦¥, ¢ ¯°¨¬¥°¥ ¬¥°», ­¥ ¿¢«¿¾¹¥©±¿
±·¥²­® (¯®«³) ¤¤¨²¨¢­®©.

� ¬¥· ­¨¥ 23 . � · ±²¨ ­¥®¡µ®¤¨¬®±²¨, ®¤­ ª®, ½²  «¥¬¬  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¨ ¤«¿ ¯®«³ª®-
«¥¶. �²® ¬®¦­® ¤®ª § ²¼ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®, ­® ¯°®¹¥ ±®±« ²¼±¿ ­  ²®² ¤®ª § ­­»© ¢»¸¥
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´ ª², ·²® ¬¥° , ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» ± ¯®«³ª®«¼¶  ­  ¯®-
°®¦¤¥­­®¥ ½²¨¬ ¯®«³ª®«¼¶®¬ ª®«¼¶®, ±­®¢  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ , ¨ ¯°¨¬¥­¨²¼ ²®«¼ª® ·²®
¤®ª § ­­³¾ «¥¬¬³ ª ½²®¬³ ¯°®¤®«¦¥­¨¾.

�¯° ¦­¥­¨¥.
�°®¢¥±²¨ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥°  ­  ¯®«³-
ª®«¼¶¥ ­¥¯°¥°»¢­  ¢ ;.

�³±²¼ PR| ¯®«³ª®«¼¶® ¢±¥µ ®£° ­¨·¥­­»µ (§ ¬ª­³²»µ, ®²ª°»²»µ ¨ ¯®«³®²ª°»²»µ)
¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¢ R. �¥°®© �¥¡¥£  ­  PR ­ §»¢ ¥²±¿ ·¨±«®¢ ¿ ¬¥°  �L, ² ª ¿, ·²®, ¯°¨
R3 a 6 b 2 R ,

�([a; b]) = �([a; b)) = �((a; b]) = �((a; b)) = b� a :

�®«¼¶® SR , ¯®°®¦¤¥­­®¥ ¯®«³ª®«¼¶®¬ PR , ±®±²®¨², ®·¥¢¨¤­®, ¨§ ª®­¥·­»µ ®¡º¥¤¨-
­¥­¨© (¯®¯ °­® ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿) ¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¨§ PR ; ¢ · ±²­®±²¨, ½«¥¬¥­²» SR |
®£° ­¨·¥­­»¥ ¬­®¦¥±²¢ .

�¥®°¥¬  5 . �¥°  �¥¡¥£  �L ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®ª ¦¥¬  ¤¤¨²¨¢­®±²¼. �³±²¼ ¯°®¬¥¦³²ª¨, ±ª ¦¥¬, Ai = [ai; ai+1)
(i = 1; :::; n), ( a = a1 < a2 < ::: < an+1 = b ) ±®±² ¢«¿¾² ¯°®¬¥¦³²®ª A = [a; b) =
A1 t : : :t An .

�®£¤  �L(A) = b�a = an+1�a1 = an+1�an +an� :::�a2 +a2�a1 = �(An) + :::+ �(A1),
·²® ¨ ²°¥¡³¥²±¿. � ¤°³£¨¬¨ ¢¨¤ ¬¨ ¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¢»·¨±«¥­¨¿, ®·¥¢¨¤­®, ² ª¨¥ ¦¥.

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ±´®°¬³«¨°³¥¬ ­¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  § ¬ª­³-
²»µ ®£° ­¨·¥­­»µ (².¥. ª®¬¯ ª²­»µ) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ R
(²¥°¬¨­®«®£¨¿: ¥±«¨ M | ¬­®¦¥±²¢®, J | ¤°³£®¥ ¬­®¦¥±²¢® (¨­¤¥ª±®¢), ¨ ¥±«¨ ¤«¿
ª ¦¤®£® j 2 J § ¤ ­® ¬­®¦¥±²¢® Mj , ¯°¨·¥¬ M � [

j2J
Mj , ²® ±¨±²¥¬³ M = fMj : j 2 Jg

­ §»¢ ¾² ¯®ª°»²¨¥¬ ¬­®¦¥±²¢  M (­¨¦¥ J ®¡»·­® ¡¥±ª®­¥·­®¥); e±«¨ J1 � J ² ª®¢®, ·²®
M1 � fMj : j 2 J1g | ²®¦¥ ¯®ª°»²¨¥ ¬­®¦¥±²¢  M , ²® M1 ­ §»¢ ¾² ¯®¤¯®ª°»²¨¥¬ (¯®
®²­®¸¥­¨¾ ª ¯®ª°»²¨¾ M ¬­®¦¥±²¢  M).

�®-¯¥°¢»µ, ¨§ ¢±¿ª®£® ¯®ª°»²¨¿ ª®¬¯ ª²­®£® ¬­®¦¥±²¢  K ®²ª°»²»¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨
¬®¦­® ¨§¢«¥·¼ ª®­¥·­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥.

�®-¢²®°»µ, ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢  Kn � K (n 2 N) ª®¬¯ ª²­», ¯°¨·¥¬ K1 � K2 � K3 � � � � ¨
1
\
n=1

Kj = ;, ²® ­ ©¤¥²±¿ ² ª®© ­®¬¥° N 2 N, ·²® KN = ; (¤°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ­¥ ±³¹¥±²¢³¥²

³¡»¢ ¾¹¥© ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ­¥¯³±²»µ ª®¬¯ ª²­»µ ¬­®¦¥±²¢).
�»¢¥¤¥¬ ¨§ ¯¥°¢®£® ±¢®©±²¢  ¢²®°®¥. �³±²¼ Vn = R n Kn , ²®£¤  ¬­®¦¥±²¢  Vn ®²-

ª°»²», Vn+1 � Vn ¨, ¤ «¥¥,
1
[
n=1

Vn =
1
[
n=1

(R n Kj) = R n (
1
\
n=1

Kn) = R n ; = R � K1 .

�®½²®¬³ ¨§ ¯®ª°»²¨¿ ®²ª°»²»¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ Vn ª®¬¯ ª²­®£® K1 ¬®¦¥¬ ¨§¢«¥·¼ ª®­¥·-
­®¥ ¯®¤¯®ª°»²¨¥ fVn1 ; Vn2 ; :::; Vnkg; ¥±«¨ ²¥¯¥°¼ N | ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ¨§ ·¨±¥« n1; n2; :::; nk,
²® RnKN = VN � K1 � KN , ®²ª³¤  Kn = ; . �²®°®¥ ±¢®©±²¢® ¤®ª § ­®.

�°¨¬¥­¨¬ ½²® ±¢®©±²¢® ª ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ (²®© ¥¤¨­±²¢¥­­®©)
¬¥°» �L , § ¤ ­­®© ­  ª®«¼¶¥ SR , ¯®°®¦¤¥­­®¬ ¯®«³ª®«¼¶®¬ PR , ±³¦¥­¨¥¬ ª®²®°®© ­  P
¿¢«¿¥²±¿ �L . �® ª°¨²¥°¨¾, ¤«¿ ½²®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢  (¨, §­ ·¨², ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±·¥²-
­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¨±µ®¤­®© ¬¥°» �L ) ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ³¡»¢ ¾¹¥©
ª ; ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¬­®¦¥±²¢ An 2 SR ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �L(An) ¨µ ¬¥° ±²°¥¬¨²±¿
ª ­³«¾.

� «¥¥ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¢±¿ª®¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ¬­®¦¥±²¢® ®²°¥§ª  I ¡¥°¥²±¿ ¨§ ª®«¼¶ 
SR . � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® A ¨ ¢±¿ª®£® � > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ª®¬¯ ª²­®¥ K (½²® ­ ¡®°
®²°¥§ª®¢) ² ª®¥, ·²® K � A ¨ �L(A n K) < ". �®«¼§³¿±¼ ½²¨¬, § ¤ ¤¨¬±¿ ·¨±«®¬ " > 0
¨ ­ ©¤¥¬ ² ª®¥ ª®¬¯ ª²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® K1 , ·²® K1 � A1 , �L(A1 n K1) < ". �¥¯¥°¼
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¯®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ª®¬¯ ª²­®¥ K2 , ·²® K2 � K1 \ A2 , �L(A2 n K2) < " ;
¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯®±ª®«¼ª³ �L(A1 n K1) < " ¨ A2 � A1, ²® �L(A2 n K1) < "; ²¥¯¥°¼ ¥±«¨
K1 � A2 (·²® ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­®), ²® ¯®«®¦¨¬ K2 = K1 ,   ¨­ ·¥ ­ ©¤¥¬ K 0

2 � (A2\K1) ² ª®¥,
·²® �L((A2\K1)nK 0

2) < "��L(A2 nK1), ¤«¿ ª®²®°®£® A2 nK 0
2 = (A2 nK1)t ((A2\K1)nK 0

2)
¨, ¯® ±¢®©±²¢³  ¤¤¨²¨¢­®±²¨, �L(A2 n K

0
2) = �L(A2 n K1) + �L((A2 \ K1) n K

0
2) < �L(A2 n

K1) + " � �L(A2 nK1) = " ; ¯®½²®¬³ ¬®¦¥¬ ¯®«®¦¨²¼ K2 = K 0
2 .

� ¤ «¥¥, ¯® ¨­¤³ª¶¨¨, ¤«¿ ª ¦¤®£® n ­ ©¤¥¬ Kn+1 � Kn \ An+1 ² ª®¥ ·²® �L(An+1) n
Kn+1) < " . �­ ·¨², ª®¬¯ ª²­»¥ Kn ³¡»¢ ¾² (¢¬¥±²¥ ± An) ª ; , ¨, ¯® ¤®ª § ­­®¬³
±¢®©±²¢³ ª®¬¯ ª²®¢, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ­®¬¥° N 2 N , ·²® KN = ; ,   ²®£¤  �L(AN) =
�L(AN nKN) < " ¨ ²¥¬ ¡®«¥¥ �L(Aj) 6 �L(AN) < " ¤«¿ j > N .

�² ª, ¤®ª § ­®, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �L(An) (¬¥° ½«¥¬¥­²®¢ «¾¡®© ³¡»¢ ¾¹¥© ª ; ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ fAng, ±®±²®¿¹¥© ¨§ ½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  SR) ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾. �­ ·¨²,
¬¥°  �L ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ,   ²®£¤  ¨ ¥¥ ±³¦¥­¨¥ | ¬¥°  �¥¡¥£  �L ­  PR| ²®¦¥ ±·¥²­®
 ¤¤¨²¨¢­ . /

�¯° ¦­¥­¨¥. �³±²¼ ¯®«³ «£¥¡°  PR±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ, ®£° ­¨·¥­­»µ ¨ ­¥®£° ­¨·¥­­»µ,
¯°®¬¥¦³²ª®¢ ¢ R (¢ª«¾· ¿ \«³·¨" ¨ ± ¬® R), ¨ ¯³±²¼ �L : PR! R+ | ¬¥° , ±®¢¯ ¤ -
¾¹ ¿ ± �L ­  PR ¨ ­  ª ¦¤®¬ ­¥®£° ­¨·¥­­®¬ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ §­ ·¥­¨¥ +1.
�®ª ¦¨²¥, ·²® �L ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ .

2.4 �­¥¸­¿¿ ¬¥°  ¨ ¯®«³¬¥²°¨ª  ­  ª®«¼¶¥ ¬­®¦¥±²¢

�«¥¤³¾¹¥¥ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­®¥ ¯®­¿²¨¥ ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» � ° ²¥®¤®°¨ | ¯®­¿-
²¨¥ ¢­¥¸­¥© ¬¥°».

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 13 . �³±²¼ P | ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢, � : P ! R+ | ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿.
\�­¥¸­¥© ¬¥°®©" ¤«¿ � ­ §»¢ ¥²±¿ R+ -§­ ·­ ¿ \´³­ª¶¨¿", ®¯°¥¤¥«¥­­ ¿ ­  ª ¦¤®¬ ¬­®-
¦¥±²¢¥ A (®¡»·­® ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ A 2 2[P ) ´®°¬³«®©
��(A) = inff

P
B2


�(B) : 
 ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ±·¥²­®; 
 � P; A � [
g

(±³¬¬  ¯® ¯³±²®© ¯®¤±¨±²¥¬¥ ±·¨² ¥²±¿ ° ¢­®© ­³«¾.)

� · ±²­®±²¨, ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢® A ­¥ ¯®ª°»¢ ¥²±¿ ­¨ª ª®© ±·¥²­®© ¯®¤±¨±²¥¬®© ±¨±²¥¬»
P , ²®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾, ��A = +1 .

�¯° ¦­¥­¨¥.
��A 6 �A ¤«¿ ¢±¿ª®£® A 2 P ; ¯°¨·¥¬ ��; = 0 . �°®¬¥ ²®£®, (��)� 6 �� .

�®­¥·­®, \¢­¥¸­¿¿ ¬¥° " (¤ «¥¥ ½²®² ²¥°¬¨­ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¡¥§ ª ¢»·¥ª), ¤ ¦¥ ¡³¤³·¨
±³¦¥­  ­  2[P , ­¥ ®¡¿§ ­  ¡»²¼ ¬¥°®©,
¤ ¦¥ ¥±«¨ ¯°¨ ½²®¬ P | �- «£¥¡° ,   � | ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­ ¿ ·¨±«®¢ ¿ ¬¥°  ­  P (¯°¨-
¢¥¤¨²¥ ¯°¨¬¥°). �·¥¢¨¤­®, ·²® ¥±«¨ (¢ ²¥°¬¨­ µ ¨ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿) P
| ¯®«³ «£¥¡° , S | ª®«¼¶® ( «£¥¡° ) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 = [P , ¯®°®¦¤¥­­®¥
¯®«³ «£¥¡°®© P , ¨ � | ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ­  S ¬¥°» �, ²® �� = �� .

�±¾¤³ ­¨¦¥ ±·¨² ¥¬, ·²® ¥±«¨ � : P ! R+ , ²® �� § ¤ ­  ²®«¼ª® ­ 
2[P .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 14 . �³±²¼ T | ­¥ª®²®° ¿ ±¨±²¥¬  ¬­®¦¥±²¢, � : T ! (R[ f+1g) | ´³­ª-
¶¨¿. �®£¤ :

� ­ §»¢ ¥²±¿ ¬®­®²®­­®©, ¥±«¨ ¨§ A � B ±«¥¤³¥² �A 6 �B ;
� ­ §»¢ ¥²±¿ (ª®­¥·­®) ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®©, ¥±«¨ ¨§ ª®­¥·­®±²¨ ¯®¤±¨±²¥¬» � � T ¨

¢ª«¾·¥­¨© A 2 T , A � [� ±«¥¤³¥² �A 6
P
A2�

�A .
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� ­ §»¢ ¥²±¿ ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®©, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ±·¥²­®£® � � T ,
¨§ ¢ª«¾·¥­¨© A 2 T , A � [� ±«¥¤³¥² �A 6

P
A2�

�A .

�§ ±·¥²­®© ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¨, ®·¥¢¨¤­®, ¢»²¥ª ¥² ª®­¥·­ ¿.

�¥¬¬  3 . [�¢®©±²¢  ¢­¥¸­¥© ¬¥°»] �­¥¸­¿¿ ¬¥°  ¿¢«¿¥²±¿ ¬®­®²®­­®© ¨ ±·¥²­® ¯®«³-
 ¤¤¨²¨¢­®©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®ª ¦¥¬ ±·¥²­³¾ ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¼. �³±²¼ " > 0 ¨ A �
1
[
j=1

Aj .

�«¿ ª ¦¤®£® j 2 N ¢»¡¥°¥¬ ¬­®¦¥±²¢  Bj;k 2 P ² ª, ·²® Aj �
1
[
k=1

Bj;k ¨
1P
k=1

�(Bj;k) 6

��(Aj) + "
2j

. �®£¤  A �
1
[
j=1

1
[
k=1

Bj;k , ¨, §­ ·¨², ��A 6
1P
j=1

1P
k=1

�(Bj;k) 6
1P
j=1

(��(Aj) + "
2j

) =

1P
j=1

��(Aj) + " . �®±ª®«¼ª³ " > 0 ¬®¦­® ¢»¡¨° ²¼ ª ª ³£®¤­® ¡«¨§ª¨¬ ª ­³«¾, ±¢®©±²¢®

¤®ª § ­®. /

�¯° ¦­¥­¨¥.
�«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ¬­®¦¥±²¢  
 , ¨ «¾¡®© ¬®­®²®­­®© ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®© ´³­ª¶¨¨
� : 2
 ! R+ ¤®ª § ²¼ �� = � . (¢ · ±²­®±²¨, ¤«¿ ¢±¿ª®© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ �,
§ ¤ ­­®© ­  ¯°®¨§¢®«¼­®© ±¨±²¥¬¥, (��)� = �� ).
�¥¸¥­¨¥. �¥° ¢¥­±²¢® 6 ¤®ª § ­® ° ­¥¥; ¯°®²¨¢®¯®«®¦­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¢»¢¥¤¥¬ ¨§
±¢®©±²¢ � . �³±²¼ c > 0, A � 
 , [
 � 
 , 
 ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ±·¥²­®, ��A 6

P
B2


�B < ��A+ c .

�®£¤  ��A 6 �A 6 �([
) 6
P
B2


�B < ��A + c,

®²ª³¤  ��A = �A .

�¥®°¥¬  6 . (�°¨²¥°¨© ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬¥°» ­  ª®«¼¶¥.)
�³±²¼ � | ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  ­  ª®«¼¶¥. �­  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­  ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬
±«³· ¥, ª®£¤  ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­ .

�¥°¥¤ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®¬ ±¤¥« ¥¬

� ¬¥· ­¨¥ 24 . �¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  � ­  ª®«¼¶¥ ¢±¥£¤  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ² ª®¬³ ±¢®©±²¢³:

¥±«¨ B;B1; B2; ::: | ½«¥¬¥­²» ½²®£® ª®«¼¶  ¨ B �
1
t
j=1

Bj , ²® �B >
1P
j=1

�Bj) .

�²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®, ·²®, ª ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, ² ª ¿ ¬¥°  ¬®­®²®­­ , ¨ ª®­¥·­»¥
®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  | ± ¬¨ ½«¥¬¥­²» ª®«¼¶ :

¤«¿ ¢±¿ª®£® n 2 N, �(B) > �(B1 tB2 t � � � t Bn) =
nP
j=1

�(Bj) .

�®«³· ¥¬ ª ª ±«¥¤±²¢¨¥ ¨±¯®«¼§³¥¬»© ¤ «¥¥ ´ ª², ·²® ¥±«¨ ¢­¥¸­¿¿ ¬¥°  ®ª §»¢ ¥²±¿
 ¤¤¨²¨¢­®© ­  ­¥ª®²®°®¬ ª®«¼¶¥, ²® ®­  ­  ­¥¬ ¦¥ ¨ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . (ª°¨²¥°¨¿) � ±¨«³ ¯®±«¥¤­¥£® § ¬¥· ­¨¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ±·¥²­®
¯®«³ ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥°  ­  ª®«¼¶¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ .

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ S | ª®«¼¶®, � : S ! R+ | ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥° , A;A1; A2; : : : |
½«¥¬¥­²» S, ¯°¨·¥¬ A � A1 [ A2 [ : : : . �®£¤ , ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¼ B1 = A1 ¨ Bn+1 = An+1 n
(A1 \ � � � \An) , ²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ n 2 N ±¯° ¢¥¤«¨¢» ±®®²­®¸¥­¨¿ (Bn 2 S ¨):
A1 [A2 [ � � � [ An = B1 t B2 t : : :tBn ¨ A � B1 t B2 t : : : ,
� «¥¥, ®·¥¢¨¤­®, A = (A \ B1) t (A \ B2) t � � � , ®²ª³¤  ¨ ¨§ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ (¨ ¨§
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¬®­®²®­­®±²¨) ¬¥°» � ¢»¢®¤¨¬

�A = �(A \B1) + �(A \B2) + �(A \B3) + � � � = sup
n

� nP
j=1

�(A \ Bj)
�
6

6 sup
n

� nP
j=1

�Bj

�
6 sup

n

� nP
j=1

�Aj

�
=

1P
j=1

�Aj , /

�§ ½²®£® ª°¨²¥°¨¿ ¢»²¥ª ¥², ·²® ¢±¿ª ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥°  (­ 
¯®«³ª®«¼¶¥) ­¥®¡µ®¤¨¬® ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­ . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿
¬¥°  � ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ; ²®£¤  ¥¥ ¬®¦­® ¯°®¤®«¦¨²¼ ¤® ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» � ­ 
­¥ª®²®°®¬ ª®«¼¶¥, ª®²®° ¿, ¯® ¤®ª § ­­®¬³ ª°¨²¥°¨¾, ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®©;
²®£¤  ¥¥ ±³¦¥­¨¥ | ¨±µ®¤­ ¿ � | ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­ . �¡° ²­®, ¥±«¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿
¬¥°  ±·¥²­® ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­  (­  ¯®«³ª®«¼¶¥), ²® ®­  ² ª®¢  ¦¥ ¨ ­  ¯®°®¦¤¥­­®¬ ½²¨¬
¯®«³ª®«¼¶®¬ ª®«¼¶¥,   ²®£¤  ¨ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯®±«¥¤­¨© ª°¨²¥°¨©
° ±¯°®±²° ­¿¥²±¿ ¨ ­  ±«³· © ¯®«³ª®«¼¶ .

�°¨¬¥° ­¥ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°».
�³±²¼ 
 | ¡¥±ª®­¥·­®¥ ¬­®¦¥±²¢®, S |  «£¥¡°  ¥£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ª®­¥·­»µ
¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¨ ¨µ ¤®¯®«­¥­¨©, ¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  � ­  S ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª: ¥±«¨
A 2 S ª®­¥·­®, ²® �A = 0; ¥±«¨ A 2 S ¡¥±ª®­¥·­®, ²® �A = 1. �¥°  � ­¥ ¿¢«¿¥²±¿
±·�¥²­®- ¤¤¨²¨¢­®©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 15 . �±«¨ Z | ¬­®¦¥±²¢®, ²® £®¢®°¿², ·²® ´³­ª¶¨¿ � : (Z � Z) ! [0;1] ,
¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³¬¥²°¨ª®© ­  Z, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡»µ a; b; c ¨§ Z ¢»¯®«­¥­» ±¢®©±²¢ :
0) (­³«¼-±¢®©±²¢®) �(a; a) = 0 ;
1) (±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼) �(a; b) = �(b; a) ;
2) (­¥° ¢¥­±²¢® ²°¥³£®«¼­¨ª ) �(a; c)6 �(a; b) + �(b; c) .
¯°¨ ½²®¬ (³¯®°¿¤®·¥­­ ¿) ¯ °  (Z; �) ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«³¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬.

�®«³¬¥²°¨ª  � ­  Z ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥²°¨ª®© ­  Z , ¥±«¨ ®­  ¯°¨­¨¬ ¥² ²®«¼ª® ·¨±«®¢»¥
§­ ·¥­¨¿ ¨ ®¡« ¤ ¥² ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¬ ±¢®©±²¢®¬:
00) (­¥¢»°®¦¤¥­­®±²¼) (¤«¿ «¾¡»µ a; b ¨§ Z) ° ¢¥­±²¢® �(a; b) = 0 ¢«¥·¥² a = b.
�±«¨ � | ¬¥²°¨ª  ­  Z , ²® (³¯®°¿¤®·¥­­ ¿) ¯ °  [Z; �i ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥²°¨·¥±ª¨¬ ¯°®-
±²° ­±²¢®¬.

� ¦¤ ¿ ¯®«³¬¥²°¨ª  � ­  Z, ª ª ¨ ¬¥²°¨ª  (¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯® ±³¹¥±²¢³ ­¥ ®²«¨· -

¾²±¿) ®¯°¥¤¥«¿¥² ²®¯®«®£¨¾ T� ­  Z ² ª: U 2 T� ()
n
8u 2 U 9" > 0 8z 2 Z (�(u; z) <

" ) z 2 U)
o
:

�§ ­¥° ¢¥­±²¢  ²°¥³£®«¼­¨ª , ª ª ¨ ¤«¿ ¬¥²°¨ª¨, ¢»¢®¤¨²±¿ ² ª ­ §»¢ ¥¬®¥ ­¥° ¢¥­-
±²¢® ·¥²»°¥µ³£®«¼­¨ª : ¥±«¨ §­ ·¥­¨¿ �(a; b) ¨ �(c; d) ª®­¥·­», ²®
j�(a; b)� �(c; d)j6 �(a; c) + �(b; d) .
�¥©±²¢¨²¥«¼­®, �(a; b) 6 �(a; c) + �(c; b) 6 �(a; c) + �(c; d) + �(d; b) ¨  ­ «®£¨·­® �(c; d) 6
�(c; a) + �(a; b) + �(b; d) ; ¨§ ½²¨µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¨ ¢»²¥ª ¥² ²°¥¡³¥¬®¥.

�²¬¥²¨¬, ­ ª®­¥¶, ¢ ª ·¥±²¢¥ «¥£ª®£® ±«¥¤±²¢¨¿ ¯°¥¤»¤³¹¨µ, ±¢®©±²¢® \±³¡ ¤¤¨²¨¢-
­®±²¨" ¢­¥¸­¥© ¬¥°» ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ° §­®±²¨:
��(A4B) 6 ��A+ ��B .

�¥²°¨ª®© ­  R ¿¢«¿¥²±¿ �(x; y) = jx � yj; ¯°¨¬¥° ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ­  R, ­¥ ¿¢«¿¾¹¥©±¿
¬¥²°¨ª®©: �(x; y) = j sin(x) � sin(y)j. �  ¯°®±²° ­±²¢¥ KC, ±®±²®¿¹¥¬ ¨§ ®£° ­¨·¥­­»µ
´³­ª¶¨© ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1], ¨¬¥¾¹¨µ ­¥ ¡®«¥¥ ª®­¥·­®£® ·¨±«  ²®·¥ª ° §°»¢ , ¯®«³¬¥²°¨-

ª ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ �(f; g) = jf(0)� g(0)j ¨ �h(f; g) =
bR
a
h(x)j(f(t)� g(t)j dt (§¤¥±¼

R
| ¨­²¥£° «

�¨¬ ­ , h | «¾¡ ¿ ¨­²¥£°¨°³¥¬ ¿ ¯® �¨¬ ­³ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­  [0; 1] ).
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� ¬¥· ­¨¥ 25 . �³±²¼ ¢»¯®«­¥­» ³±«®¢¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢­¥¸­¥© ¬¥°», ¨ ¯³±²¼ §­ ·¥­¨¥
��; ª®­¥·­® (²® ¥±²¼ ° ¢­® ­³«¾). �®£¤  ´®°¬³«  ��(A;B) = ��(A4B) (A;B | ¯®¤¬­®-
¦¥±²¢  ¢ 
 ) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯®«³¬¥²°¨ª³ ­  2
.
�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ­³«¼-±¢®©±²¢® ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ° ¢¥­±²¢  ��(;) = 0. ±¨¬¬¥²°¨·-
­®±²¼ ®·¥¢¨¤­ ; ­ ª®­¥¶, ­¥° ¢¥­±²¢® ²°¥³£®«¼­¨ª  ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®, ² ª ª ª
A4C � (A4B)[ (B4C) ¨ �� ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­ : ��(A4C) 6 ��(A4B) + ��(B4C) .

� ±«³· ¥, ª®£¤  §­ ·¥­¨¿ �� ­  ¬­®¦¥±²¢ µ A;B;C;D ª®­¥·­», ¨§ ­¥° ¢¥­±²¢  ·¥²»-
°¥µ³£®«¼­¨ª  (¤«¿ ��) ±° §³ ¯®«³·¨¬
j��(A4C)� ��(B4D)j 6 ��(A4B) + ��(C4D) ,
¨, ¯®« £ ¿ C = D = ; , ¯®«³·¨¬ (¨±¯®«¼§³¥¬³¾ ¤ «¥¥) \«¨¯¸¨¶¥¢®±²¼" ¢ ¢¨¤¥:

j��(A)� ��(B)j 6 ��(A;B) � ��(A4B) , ¥±«¨ �(;) = 0 ¨ §­ ·¥­¨¿ ��(A) ¨ ��B ª®­¥·­».

3 ��������� ��������� � ������-

����� ��� �� ����������� � �� ��-

����

� ±«¥¤³¾¹¨µ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨, «¥¬¬¥ ¨ ¯°¥¤«®¦¥­¨¨ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿: ¢®-¯¥°¢»µ, �
¤«¿ ¢­¥¸­¥© ¬¥°» ¨ �� ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥£® § ¬¥· ­¨¿; ¢®-¢²®°»µ, S = RP (ª®«¼¶® ¬­®¦¥±²¢,
¯®°®¦¤¥­­®¥ ±¨±²¥¬®© P ); ­ ª®­¥¶, � | ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ¬¥°» � : P ! R+ ­  ª®«¼ª® S ;
ª°®¬¥ ²®£®, ±·¨² ¥¬, ·²® �; = 0 .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 16 . �§¬¥°¨¬»¬¨ ¯® � ° ²¥®¤®°¨ ®²­®±¨²¥«¼­® � , ¨«¨, ª° ²ª®, �-
¨§¬¥°¨¬»¬¨, ­ §®¢¥¬ ² ª¨¥ ¬­®¦¥±²¢  A � 
 , ·²®
8" > 0 9B 2 S ² ª®¥ ·²® ��(A;B) < " .
�­®¦¥±²¢® ¢±¥µ �-¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ±¨¬¢®«®¬ A� , �� , ¨«¨ ¤ ¦¥
��(P ) , ª®£¤  ­ ¤® ³ª § ²¼ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (¨±µ®¤­®©) ´³­ª¶¨¨ � , ¨«¨ ¦¥, ª®£¤  �
¿±­® ¨§ ª®­²¥ª±² , ¯°®±²® ±¨¬¢®«®¬ A.

�²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢ ®±­®¢­®¬ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¢ ±«³· ¿µ, ª®£¤  � | ¬¥°  ­  (¯®«³)ª®«¼¶¥
P .

�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, A� | ½²® § ¬»ª ­¨¥ (¢ 2
 ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ��) ª®«¼¶  RP .

� ¬¥· ­¨¥ 26 . �«¿ ¤ «¼­¥©¸¥£® ¯®«¥§­® ®²¬¥²¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ .
�®-¯¥°¢»µ, ª ¦¤»© ½«¥¬¥­² B ª®«¼¶  S , ª®­¥·­®, ¨§¬¥°¨¬, ² ª ª ª ¤«¿ ­¥£®
��(B;B) = 0 ; ¯°¨ ½²®¬ ��B 6 �B , ¯°¨·¥¬ ½²® ­¥° ¢¥­±²¢® ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ±²°®-
£¨¬ ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® B 2 S ¢ ²®·­®±²¨ ²®£¤ , ª®£¤  ¬¥°  � ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ±·¥²­®  ¤-
¤¨²¨¢­®©: ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢®-¯¥°¢»µ, ¥±«¨ � ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ , ²® � ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­ 
¨ ¯®²®¬³ �B ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ±³¬¬» ¬¥° ½«¥¬¥­²®¢ ¢±¿ª®£® ª®­¥·­®£® ¨«¨ ±·¥²­®£®
¯®ª°»¢ ¾¹¥£® (¤«¿ B ) ¯®¤±¥¬¥©±²¢  ¯®«³ª®«¼¶  P , ².¥., �B 6 ��B, ®²ª³¤  ±«¥¤³¥²
° ¢¥­±²¢®;   ª®£¤  ¬¥°  � ­¥ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ , ²®, ¯® ª°¨²¥°¨¾, ®­  ¨ ­¥ ¯®«³ ¤-
¤¨²¨¢­ , ²® ¥±²¼ ­ ©¤³²±¿ ² ª®¥ B 2 P ¨ ¥£® ±·¥²­®¥ ¯®ª°»²¨¥ ½«¥¬¥­² ¬¨ P , ·²®
�B ±²°®£® ¡®«¼¸¥ ±³¬¬» ¬¥° ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ ¥£® ¬­®¦¥±²¢, ®²ª³¤  ��B < �B .

�®-¢²®°»µ, ®·¥¢¨¤­®, ·²® ¥±«¨ Q � P , ²® ¢±¿ª®¥ �Q -¨§¬¥°¨¬®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¿¢«¿-
¥²±¿ ¨ �-¨§¬¥°¨¬»¬.

�-²°¥²¼¨µ, ¥±«¨ � | ª®­¥·­ ¿ ¬¥° , ²® ¨ �� ­  ª ¦¤®¬ ¨§¬¥°¨¬®¬ ¬­®¦¥±²¢¥
ª®­¥·­ , ² ª ª ª ¤«¿ ¢±¿ª®£® A 2 A ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ B 2 S , ·²® ��(A4B) < 1, ¨
²®£¤  | ¯® ±¢®©±²¢ ¬ ¬®­®²®­­®±²¨ ¨ ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¨ | ��A 6 ��((AnB)[B) 6

24



��(A nB) + �B < 1 + �B . �§ ² ª®£® ¦¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¢»²¥ª ¥², ·²®, ­ ®¡®°®², ¥±«¨
��A = 1, ²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0 ¢ ¸ °¥ ° ¤¨³±  " ± ¶¥­²°®¬ ¢ A (®²­®±¨²¥«¼­®
¬¥²°¨ª¨ �� ) ­ ©¤¥²±¿ ½«¥¬¥­² ª®«¼¶  S, ¨¬¥¾¹¨© ¡¥±ª®­¥·­³¾ ¬¥°³.

� ª®­¥¶, ¥±«¨ � : P ! [0;1)| ª®­¥·­ ¿ ¬¥° , ¨ ��(P ) | ¬¨­¨¬ «¼­®¥ �-ª®«¼¶®,
±®¤¥°¦ ¹¥¥ P ¨ § ¬ª­³²®¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ² ª¨µ ±·¥²­»µ ¤¨§º¾­ª²­»µ ®¡º¥¤¨­¥-
­¨©, ·²® ±³¬¬  ¢­¥¸­¨µ ¬¥° ±« £ ¥¬»µ ª®­¥·­ , ²®

A� = fM4N :M 2 ��(P ); N � [P ; ��(N) = 0g .
�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢ª«¾·¥­¨¥ � ¿±­® ¨§ ²®£®, ·²® ®² ¢¥°µ­¥£® ¯°¥¤¥«  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-
­®±²¨ ¨­¤¨ª ²®°®¢ ½«¥¬¥­²®¢ ¨§ RP ,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ �-¨§¬¥°¨¬®¥ ¬­®¦¥±²¢®,
¨­¤¨ª ²®° ¥£® ± ¬®£® ®²«¨· ¥²±¿ ²®«¼ª® ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ­³«¥¢®© ¢­¥¸­¥© ¬¥°»,  
¢¥°µ­¨© ¯°¥¤¥« ¨­¤¨ª ²®°®¢ ½«¥¬¥­²®¢ ª®«¼¶  | ½²® ¨­¤¨ª ²®° ½«¥¬¥­²  ¯®°®-
¦¤¥­­®£® ½²¨¬ ª®«¼¶®¬ �-ª®«¼¶ .
�¡° ²­®¥ ¢ª«¾·¥­¨¥, �, ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ² ª. �±­®, ·²® ¤®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼ ¢ª«¾·¥­¨¥
��(P ) � A� , ª®²®°®¥ ¢«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ��(P ) \ A� ¿¢«¿¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬, ±®¤¥°¦ -
¹¨¬ P ¨ § ¬ª­³²»¬ ®²­®±¨²¥«¼­® ² ª¨µ ±·¥²­»µ ¤¨§º¾­ª²­»µ ®¡º¥¤¨­¥­¨©, ·²®
±³¬¬  ¢­¥¸­¨µ ¬¥° ±« £ ¥¬»µ ª®­¥·­ .

�¥¬¬  4 . �¨±²¥¬  ¢±¥µ �-¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ¿¢«¿¥²±¿ ª®«¼¶®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �°®¢¥°¨¬, ·²® ¨§ A 2 A 3 B ¢»²¥ª ¥² A [ B 2 A . � ¤ ¤¨¬±¿
·¨±«®¬ " > 0 ¨ ² ª¨¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ C ¨ D ¨§ S , ·²® ��(A4C) < "

2 ¨ ��(B4D) <
"
2 ; ²®£¤ , ¯®±ª®«¼ª³ (A [ B)4(C [ D) � (A4C) [ (B4D) (¯°®¢¥°¼²¥) ¨ ¯®±ª®«¼ª³ ��

¯®«³ ¤¤¨²¨¢­  ¨ ¬®­®²®­­ , ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¶¥¯®·ª  ±®®²­®¸¥­¨© ��((A [ B)4(C [ D)) 6
��((A4C) [ (B4D)) 6 ��(A4C) + ��(B4D) < ",   ½²®, ³·¨²»¢ ¿ ¢ª«¾·¥­¨¥ C [D 2 S ,
¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¯°®¢¥°¿¥¬®¥ ±¢®©±²¢®. �­ «®£¨·­® ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ¨§ A 2 A 3 B ¢»²¥ª ¥²
A nB 2 A . � ¤ ¤¨¬±¿ ·¨±«®¬ " > 0 ¨ ² ª¨¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¬¨ C ¨ D ¨§ S , ·²® ��(A4C) < "

2
¨ ��(B4D) < "

2 ; ²®£¤ , ¯®±ª®«¼ª³ (A n B)4(C n D) � (A4C) [ (B4D) (¯°®¢¥°¼²¥),
��((A n B)4(C nD)) 6 ��((A4C) [ (B4D)) 6 ��(A4C) + ��(B4D) < ",   ½²®, ³·¨²»¢ ¿
¢ª«¾·¥­¨¥ C nD 2 S , ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¯°®¢¥°¿¥¬®¥ ±¢®©±²¢®. �­ ·¨², A | ª®«¼¶®.

�­»¬¨ ±«®¢ ¬¨, § ¬»ª ­¨¥ (®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«³¬¥²°¨ª¨ ��) ª®«¼¶  | ª®«¼¶®. /

�°¥¤«®¦¥­¨¥ 2 . �±«¨ P | ¯®«³ª®«¼¶® ¨ � : P ! [0;1] | ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥°  ±
�; = 0 , ²® ��A� | ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥°  ­  A� , ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬
� (¯°¨·¥¬ ª®­¥·­ ¿, ¥±«¨ ª®­¥·­  � ) ; ±¨±²¥¬  A

0 = fA 2 A� : ��A < 1g ¿¢«¿¥²±¿
�-ª®«¼¶®¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �§ § ¬¥· ­¨¿ ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¨§¬¥°¨¬®±²¨ ¢»²¥ª ¥², ·²® ¢­¥¸­¿¿
¬¥°  ¯°®¤®«¦ ¥² ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­³¾ ¨±µ®¤­³¾ ¢ ²®·­®±²¨ ²®£¤ , ª®£¤  ¨±µ®¤­ ¿ ±·¥²­®
 ¤¤¨²¨¢­ . �®­¥·­®±²¼ �� ¢ ±«³· ¥ ª®­¥·­®±²¨ � ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ²®¬ ¦¥ § ¬¥· ­¨¨. � «¥¥,
·³²¼ ¢»¸¥ ¤®ª § ­®, ·²® A� | ª®«¼¶®.

�®½²®¬³ ¤«¿ § ¢¥°¸¥­¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®£® �°¥¤«®¦¥­¨¿ ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼,
·²® ��A� | ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥° , ·²® A {�-ª®«¼¶®, ¨ § ²¥¬ ¤®ª § ²¼ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼.

�®ª ¦¥¬  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ �� ­  ª®«¼¶¥ A = A� . �³±²¼ A;B 2 A, A\B = ;; ¯°®¢¥°¨¬, ·²®
��A+ ��B 6 ��(AtB) ¨ ·²® ��(A tB) 6 ��A+ ��B , ½²¨¬  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¡³¤¥² ¤®ª § ­ .
�²®°®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ´³­ª¶¨¨ �� . �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯¥°-
¢®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©, ª®£¤  ®¡  §­ ·¥­¨¿ ��A ¨ ��B ª®­¥·­»
(¨­ ·¥, ¢ ±¨«³ ¬®­®²®­­®±²¨ ��, ��(A t B) = 1, ¨ ­¥° ¢¥­±²¢® ®·¥¢¨¤­®); § ´¨ª±¨°³¥¬
" > 0 ¨ ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ��A+ ��B 6 ��(A tB) + 6" .
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�³±²¼ C 2 S ¨ D 2 S ² ª®¢», ·²® ��(A4C) < " ¨ ��(B4D) < " (¢ · ±²­®±²¨, �C ¨ �D
ª®­¥·­»: �C = ��C 6 ��A + ��(C n A) < ��A + " ¨ ² ª ¦¥ ¤«¿ D ). �®£¤ , ¯® ±¢®©±²¢³
\«¨¯¸¨¶¥¢®±²¨" (° §­®±²¼ ª®­¥·­»µ ¢­¥¸­¨µ ¬¥° ¤¢³µ ¬­®¦¥±²¢ ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¢­¥¸-
­¾¾ ¬¥°³ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ° §­®±²¨ | ²³² ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ª®­¥·­®±²¼ � ­  ¬­®¦¥±²¢ µ
;; A; B; C ¨ D ), j��(A)��(C)j < " ¨ j��(B)��(D)j < ", ¨, §­ ·¨², ��A+��B < �C+�D+2"
� «¥¥, ¢ ±¨«³  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ � ,
�(C [D) + �(C \D) = �C + �D ¨, ¯®±ª®«¼ª³ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¢ª«¾·¥­¨¥
C \D = ;4(C \D) = (A \B)4(C \D) � (A4C)[ (B4D),
²® �(C \D) < 2" . � ª®­¥¶, ² ª ª ª (A[ B)4(C [D) � (A4C)[ (B4D) , ²®
C [D � (A [ B) [ ((C [D) n (A [B)) � (A tB) [ (A4C)[ (B4D) .
�¥¯¥°¼ ¨§ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ­¥° ¢¥­±²¢ ¢»²¥ª ¥², ·²®
��A+ ��B < �C + �D + 2" = �(C [D) + �(C \D) + 2" < (��(A tB) + 2") + (2") + 2" ,
·²® ¨ ¯°®¢¥°¿«®±¼. �®­¥·­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ �� ­  A ¤®ª § ­ .

�·¥²­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¬¥°» ��A ²¥¯¥°¼ ¢»²¥ª ¥², ¯® ª°¨²¥°¨¾, ¨§ ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¨
�� .

�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥°¨¬, ·²® A
0 | �-ª®«¼¶®; ¤«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼ (·²® ¬» ¨ ±¤¥-

« ¥¬), ·²®, ¥±«¨ C 2 A0, ²® ±¨±²¥¬  ¢±¥µ �-¨§¬¥°¨¬»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  C ¤®¯³±ª ¥²
±·¥²­»¥ ¤¨§º¾­ª²­»¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿, ²® ¥±²¼ ·²® ¥±«¨ Aj 2 A (j 2 N) ¨ A = t

j2N
Aj � C ,

²® A 2 A. � ¤ ¤¨¬±¿ " > 0 , ¨ ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® B 2 S, ·²® ��(A4B) < 2" ,
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �«¿ ­ · « , ¯®«¼§³¿±¼  ¤¤¨²¨¢­®±²¼¾ ¨ ¬®­®²®­­®±²¼¾ �� ­  A,

¯®«³·¨¬, ·²®
1P
j=1

��(Aj) = sup
n2N

(
nP
j=1

��Aj) = sup
n2N

��(
n
t
j=1

Aj) � ��C < 1 . �®£¤  ­ ©¤¥²±¿

² ª®¥ N , ·²®
P
n>N

��(An) < " . � «¥¥, ² ª ª ª A | ª®«¼¶®, ²®
N
t
j=1

Aj 2 A ¨ ¯®½²®¬³

­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ B 2 S , ·²® ��((
N
t
j=1

Aj)4B) < " . �® ²®£¤  ��((
1
t
j=1

Aj)4B) < 2", ² ª ª ª

(
1
t
j=1

Aj)4B � ((
N
t
j=1

Aj)4B) [ ( t
n>N

Aj); ½²® ­¥° ¢¥­±²¢® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�°®¢¥°¨¬ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­®£® ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¬¥°» � ­  ª®«¼¶®A . �³±²¼
�0 : A ! R+ ¿¢«¿¥²±¿, ª ª ¨ ��A , ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°®© ­  A, ¯°®¤®«¦ ¾¹¥© ¬¥°³
� . �®-¯¥°¢»µ, ½²¨  ¤¤¨²¨¢­»¥ ´³­ª¶¨¨, �� ¨ �0 , ±®¢¯ ¤ ¾² ­  ª®«¼¶¥ S . � «¥¥, ­ ¬
¯°¨£®¤¨²±¿ ²®² ´ ª², ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® A 2 A ±¯° ¢¥¤«¨¢® ­¥° ¢¥­±²¢® �0A 6 ��A , ª®²®°®¥
¤®ª §»¢ ¥²±¿ ² ª. � ª®¥ ¡» ­¨ ¢§¿²¼ ±·¥²­®¥ ¯®ª°»²¨¥ fBng ¬­®¦¥±²¢  A ½«¥¬¥­² ¬¨
P , ¢ ±¨«³ ±·¥²­®© ¯®«³ ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¬¥°» �0 ¢»¯®«­¥­» ­¥° ¢¥­±²¢ 

�0A 6
1P
n=1

�0Bn 6
1P
n=1

�Bn

(¢²®°®¥, ª®­¥·­®, ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ­  ° ¢¥­±²¢®, ­® §¤¥±¼ ­¥ ­³¦­®), ¨, ¯¥°¥µ®¤¿ ª inf ¯®
² ª¨¬ ¯®ª°»²¨¿¬, ¯®«³·¨¬ ²°¥¡³¥¬®¥: �0A 6 ��A .

�¥¯¥°¼ ¤«¿ ª ¦¤®£® A 2 A ¯°®¢¥°¨¬, ·²® ��A = �0A , ° ±±¬®²°¥¢ ¤¢  ¢ °¨ ­² : ��A <
1 ¨ ��A = 1 .

� ¯¥°¢®¬ ¢ °¨ ­²¥, ®²¬¥²¨¢, ·²® �0A < 1 ¨ § ¤ ¢¸¨±¼ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¬ ·¨±«®¬ " > 0,
­ ©¤¥¬ B 2 S ² ª®¥, ·²® ��(A4B) < ", | ²®£¤  ¨ �0(A4B) < " (² ª ª ª A4B 2 A ¨
�0 6 �� ­  A ); ®²±¾¤ , ¢ · ±²­®±²¨, ±«¥¤³¥², ·²®
�B = �0B = ��B = ��(A t (B nA)) 6 ��A+ ��(A4B) <1 ;
¤ «¥¥, ¢ ±¨«³ ª®­¥·­®±²¨ ¨±¯®«¼§³¥¬»µ §­ ·¥­¨© �0 ¨ �� ,
j� 0A� ��Aj 6 j�0A� �Bj+ j��A� �Bj 6 �0(A4B) + ��(A4B) < 2" ,
®²ª³¤ , ¢ ±¨«³ ¯°®¨§¢®«¼­®±²¨ " , ¨ ¯®«³·¨¬ ° ¢¥­±²¢® ��A = �0A .

�® ¢²®°®¬ ¢ °¨ ­²¥ ­ ©¤¥²±¿ ½«¥¬¥­² B 2 S ² ª®©, ·²® ��(A4B) < 1,   ²®£¤  �B =
��B = 1 (¨­ ·¥ ��A 6 ��B + ��(A4B) < 1 ). �®£¤ , ¥±«¨ ¡» �0A < 1 , ²® ±­®¢  ±
¯®¬®¹¼¾ �0 6 �� ¯®«³·¨¬:
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�B = �0B 6 �0A+ �0(A4B) < �0A+ 1 <1 . �­ ·¨², �A = 1 = ��A . /

� ª®© ±¯®±®¡ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬¥°» ­  ª®«¼¶® ¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ­ -
§»¢ ¥²±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬ ¯® � ° ²¥®¤®°¨.

�¯° ¦­¥­¨¥. �®¦¥² «¨ (¡¥§ ®¤­®£® ¨§ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨©: ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¬¥°»
� «¨¡® ª®­¥·­®±²¨) ª®«¼¶® A� ­¥ ¡»²¼ �-ª®«¼¶®¬?

��������� (�¥®°¥¬  � ° ²¥®¤®°¨). �«¿ ¢±¿ª®© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ·¨±«®¢®© ±·¥²­®
 ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» �, § ¤ ­­®© ­  ¯®«³ª®«¼¶¥ (± ¥¤¨­¨¶¥©) P , ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ¥¥
±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ­  ¯®°®¦¤¥­­®¥ ½²¨¬ ¯®«³ª®«¼¶®¬ �-ª®«¼¶® (± ¥¤¨­¨¶¥©)
�(P ) , ¯®°®¦¤¥­­®¥ ±¨±²¥¬®© P .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¤ ­­»µ ³±«®¢¨¿µ ¯°¨¬¥­¨¬® ²®«¼ª® ·²® ¤®ª § ­-
­®¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥, ±®£« ±­® ª®²®°®¬³ A ±®¤¥°¦¨² P ¨ ¿¢«¿¥²±¿ �-ª®«¼¶®¬ ­  
 = [P ( 
¥¤¨­¨¶  ¤«¿ P ¿¢«¿¥²±¿ ¨ ¥¤¨­¨¶¥© ¤«¿ A), ­  ª®²®°®¬ �� ¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨­±²¢¥­­®© ª®­¥·­®©
±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°®©, ¯°®¤®«¦ ¾¹¥© �. �®£¤  �(P ) � A , ¨ ���(P ) ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª®¬»¬
¯°®¤®«¦¥­¨¥¬. /

� ¬¥· ­¨¥ 27 . �³±²¼, ¢ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ¯®±«¥¤­¥£® �°¥¤«®¦¥­¨¿, A 2 A � A� , ��A = 0,
B � A. �®£¤  B 2 A (².ª. ��B = 0 ).

� «¥¥, ­ ¯®¬­¨¬, ·²®, ¤«¿ ²®© ¦¥ ¬¥°» � , ¬­®¦¥±²¢® A � 
 ¿¢«¿¥²±¿ �-¨§¬¥°¨¬»¬,
¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ B 2 RP , ·²® ��(A4B) < " . �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ �

ª®­¥·­ , ²® ��(P ) ±®¤¥°¦¨² ¬¨­¨¬ «¼­®¥, ±°¥¤¨ ±®¤¥°¦ ¹¨µ P , �-ª®«¼¶® (®¡®§­ · ¥¬®¥
�(P ) ).

�¯° ¦­¥­¨¥.
�³±²¼ P |  «£¥¡° , � ª®­¥·­ , ¨ ¯³±²¼ ¬¥°  � ¿¢«¿¥²±¿ ±³¦¥­¨¥¬ ­  �� ¬¥°» �� . �®-
ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ A � 
 ¨ A =2 �� , ²® ¬¥°³ � ¬®¦­® ¯°®¤®«¦¨²¼ ± ±®µ° ­¥­¨¥¬ ±·¥²­®©
 ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ­  �(�� [ fAg) , ¯°¨·¥¬ ² ª®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ­¨ª®£¤  ­¥ ¥¤¨­±²¢¥­­®.

� ¬¥· ­¨¥ 28 . (�¯° ¦­¥­¨¥.)
�±«¨ ¯®«³ª®«¼¶® A

0 � 2[P ² ª®¢®, ·²® P � A
0 , ¬¥°  �0 = ��A0 ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­  ¨ ­  P

±®£« ±³¥²±¿ ± � , ²® A�0 = A� , ¯°¨·¥¬ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ (¯® � ° ²¥®¤®°¨) ­  A� ¬¥° � ¨ �0

±®¢¯ ¤ ¾².

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �­ · «  ¯°®¢¥°¨¬, ·²® (�0)� = �� . �®-¯¥°¢»µ, ¨§ (�� 6 � ­  P ¨
P � A0 ) ¢»¢¥¤¥¬ (�0)� 6 �� : ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ (�0)�A ­³¦­® ¡° ²¼ ±³¯°¥¬³¬
¬¥­¼¸¥© ´³­ª¶¨¨ ¯® ¡®«¼¸¥¬³ § ¯ ±³ ¯®ª°»²¨©, ·¥¬ ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ��A . �®-¢²®°»µ,
° ±±³¦¤ ¿  ­ «®£¨·­® (­® ¯°®¹¥), ¯®«³·¨¬ ��� 6 (�0)� ; ­® ² ª ª ª ��� = �� , ²® ­¥° ¢¥­-
±²¢  ��� 6 (�0)� ¨ (�0)� 6 �� ¢«¥ª³² ��� = (�0)� = �� .

�®½²®¬³ § ¬»ª ­¨¥ ª®«¼¶  RA0 ®²­®±¨²¥«¼­® ��0 (².¥. ª®«¼¶® A�0) | ½²® § ¬»ª ­¨¥
ª®«¼¶  RA0 ®²­®±¨²¥«¼­® �� ; ¯°¨ ½²®¬ ®²­®±¨²¥«¼­® �� § ¬ª­³²®¥ A�0 � RP ±®±²®¨²
²®«¼ª® ¨§ ²®·¥ª § ¬»ª ­¨¿ ª®«¼¶  RP ,   ¯®²®¬³ ±®¢¯ ¤ ¥² ± § ¬»ª ­¨¥¬ ª®«¼¶  RP , ²®
¥±²¼ ± A� . � ¢¥­±²¢® A�0 = A� ¤®ª § ­®.

� ª®­¥¶, ¯®±ª®«¼ª³ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¬¥° � ¨ �0 ­  A� ®¡  ¿¢«¿¾²±¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»¬¨
¯°®¤®«¦¥­¨¿¬¨ ¬¥°» � ­  A� , ²® ®­¨ ®¡¿§ ­» ±®¢¯ ¤ ²¼. /

�³±²¼, ¢ ³±«®¢¨¿µ ¤®ª § ­­®£® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ (® ¯°®¤®«¦¥­¨¨ ¯® � ° ²¥®¤®°¨), ª®­¥·-
­ ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  � : P ! [0;1) ®¡« ¤ ¥² ² ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬ (�-ª®­¥·­®±²¨):

�³¹¥±²¢³¥² ±·¥²­®¥ ¯®ª°»²¨¥ ¬­®¦¥±²¢  
 = [P ½«¥¬¥­² ¬¨ ¨§ P .
�®£¤  ±¨±²¥¬  L� ¢±¥µ ²¥µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ 
 , ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢
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¢¨¤¥ ±·¥²­®£® (¤¨§º¾­ª²­®£®) ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ ¨§ A� , ¿¢«¿¥²±¿ �- «£¥¡°®© ¯®¤-
¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
, ­  ª®²®°³¾ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¬¥°  ��A� | ¤® ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®©
¬¥°», ª®²®°³¾ ®¡®§­ ·¨¬ ��+ | ¯® ´®°¬³«¥:
��+(A) = ��A (= supf��B : B 2 A� ;B � Ag) ,
¯°¨·¥¬ ½²® ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ¥¤¨­±²¢¥­­® ¢ ª« ±±¥ ¯°®¤®«¦¥­¨© ¤® ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»µ ­¥®²°¨-
¶ ²¥«¼­»µ ¬¥° ­  L� . � ª®¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬ ¬¥°» � ¯® �¥¡¥£³.

�±«¨ � : P ! [0;1) | �-ª®­¥·­ ¿ ¬¥° , ¨ �(P ) | ¬¨­¨¬ «¼­ ¿ �- «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢
¬­®¦¥±²¢  
 = 2[P , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ P , ²®

L� = fM4N : M 2 �(P ); N � 
; ��(N) = 0g . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, � ±«¥¤³¥² ¨§
¯®µ®¦¥£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ ¤«¿ A� ¨ ²®£®, ·²® ½«¥¬¥­²» L� | ±·¥²­»¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢
A� ; � | ¨§ ²®£®, ·²® L� | �- «£¥¡° , ±®¤¥°¦ ¹ ¿ A� (².¥. ±®¤¥°¦ ¹ ¿ ª ª ½«¥¬¥­²» ¨§
P , ² ª ¨ ¬­®¦¥±²¢  ­³«¥¢®© ¢­¥¸­¥© ¬¥°».)

�§ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¯°¥¤»¤³¹¥£® �¯° ¦­¥­¨¿ ±° §³ ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¥² ² ª ¿ ¥£® ¬®¤¨´¨-
ª ¶¨¿: ¥±«¨ ¯®«³ª®«¼¶® A0 � 2[P ² ª®¢®, ·²® P � A0 , ¬¥°  �0 = ��+A0 ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ 
¨ ­  P ±®£« ±³¥²±¿ ± � , ²® L�0 = L� , ¯°¨·¥¬ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¯® �¥¡¥£³ ­  L� ¬¥° � ¨ �0

±®¢¯ ¤ ¾².

� ¬¥· ­¨¥ 29 . �¥¯¥°¼ ®¡±³¤¨¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ¢ ¦­»© ±«³· © ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¯® �¥-
¡¥£³ | ¯°®¤®«¦¥­¨¥ \¬¥°» �¥¡¥£ " ± ¯®«³ª®«¼¶  PR(®£° ­¨·¥­­»µ ±¢¿§­»µ ¯°®¬¥¦³²ª®¢
¢R ). � ¯®¬­¨¬, ·²® ­  ¯®«³ «£¥¡°¥ P = PR(¢±¥µ ±¢¿§­»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°¿¬®© R) ±·¥²­®
 ¤¤¨²¨¢­  ¬¥°  �¥¡¥£  �L ; ¿±­®, ·²® PR� L�L ¨ ·²® �L ±®¢¯ ¤ ¥² ± ��LPR . �¥° , ¯®«³-
·¥­­ ¿ ¨§ �L ¯°®¤®«¦¥­¨¥¬ ¯® �¥¡¥£³, ² ª¦¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥°®© �¥¡¥£  ­  ¢¥¹¥±²¢¥­­®©
¯°¿¬®©. �®­¥·­®, �L-¨§¬¥°¨¬»¥ ¬­®¦¥±²¢  ­¥ ®¡¿§ ­» ¡»²¼ ®£° ­¨·¥­­»¬¨; ­ ¯°¨¬¥°,
��L(Q4;) = ��L(Q) = 0 < " , ­® Q ­¥®£° ­¨·¥­®.

� ¤°³£®© ±²®°®­», ¬¥°  �L ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¤ ¦¥ ¥±«¨ S | (¯®«³)ª®«¼¶® ¨ ¬¥°  � :
S ! [0;1] ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­ , ²® ª®«¼¶® A� ­¥ ®¡¿§ ­® ¡»²¼ �-ª®«¼¶®¬. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,
ª ¦¤»© ®²°¥§®ª [10n; 10n+ 1] (n 2Z) �L -¨§¬¥°¨¬,   ¢±¿ª®¥ ¨µ ¡¥±ª®­¥·­®¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥
(®­® ¤¨§º¾­ª²­®) | ­¥².

� «¥¥ (¯®«­®© ®¤­®¬¥°­®©) ¬¥°®© �¥¡¥£  (�) ¡³¤¥² ­ §»¢ ²¼±¿ «¥¡¥£®¢® ¯°®¤®«¦¥­¨¥
¬¥°» �L ,   "¬¥°®© �¥¡¥£  ­  ¬­®¦¥±²¢¥ A 2 L�L " ¡³¤¥² ­ §»¢ ²¼±¿ ±³¦¥­¨¥ ¬¥°» �¥¡¥£ 
­  L�L \ 2A .

�¯° ¦­¥­¨¥.
�°®¬¥ ²®£®, �- «£¥¡°  L�L ¨ ¬¥°  �¥¡¥£  ­  ­¥© ¨­¢ °¨ ­²­» ®²­®±¨²¥«¼­® ±¤¢¨£®¢, ²®
¥±²¼ ¥±«¨ A ¨§¬¥°¨¬® ¯® �¥¡¥£³ ¨ r 2 R , ²® ¬­®¦¥±²¢® A + r � fa + r : a 2 Ag ² ª¦¥
¨§¬¥°¨¬® ¯® �¥¡¥£³ ¨ �(A+ r) = �(A) .

� «¥¥ ¤«¿ «¾¡»µ A � R ¨ B � R¬­®¦¥±²¢® fa+b : a 2 A; b 2 Bg ®¡®§­ · ¥¬ ±¨¬¢®«®¬
A+B .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 17 . 1) �®¯®«­¥­¨¥¬ �- «£¥¡°» A ®²­®±¨²¥«¼­® § ¤ ­­®© ­  ­¥© ª®­¥·­®©
±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» � : A ! R+ ­ §»¢ ¥²±¿ �- «£¥¡°  A� , ´ ª²¨·¥±ª¨ ¯®«³· ¥¬ ¿
¨§ A ² ª¦¥ ¨ ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ ¢±¥µ ² ª¨µ ¬­®¦¥±²¢, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ­ µ®¤¨²±¿ ­  ­³«¥¢®¬
° ±±²®¿­¨¨ (®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«³¬¥²°¨ª¨ �� ) ®² ­¥ª®²®°®£® ½«¥¬¥­²  ¨±µ®¤­®©  «£¥¡°».

� ¬¥· ­¨¥ 30 . �«£¥¡°  A� ¢ ³ª § ­­®¬ §¤¥±¼ ±«³· ¥ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¥¹¥ ¨ ² ª. �³±²¼

 = [A | ¥¤¨­¨¶  ¢ A ¨ ¯³±²¼ N� = fN � 
 : 9A 2 A; �(A) = 0; N � Ag. �®£¤ 
A� = fA [N : A 2 A; N 2 Ng .
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2) �- «£¥¡° A ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«­®© ®²­®±¨²¥«¼­® § ¤ ­­®© ­  ­¥© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬¥°»
� , ¥±«¨ N� � A .

� ¬¥· ­¨¥ 31 . �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ � ª®­¥·­  ¨ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ , ²® ¯®«­®²  A ° ¢­®±¨«¼­ 
° ¢¥­±²¢³ A = A�

� ¬¥· ­¨¥ 32 . �±¿ª®¥ ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯® �¥¡¥£³ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® R1 ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¬¥°» ±®-
¤¥°¦¨² ­¥¨§¬¥°¨¬³¾ · ±²¼.

�«¿ ­ · «  ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¿ª®¥ ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯® �¥¡¥£³ ¬­®¦¥±²¢® ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¬¥°»
(�¥¡¥£ ) ¨¬¥¥² µ®²¿ ¡» ®¤­³ ¯ °³ ° §«¨·­»µ ²®·¥ª, ­ µ®¤¿¹¨µ±¿ ­  ° ¶¨®­ «¼­®¬ ° ±-
±²®¿­¨¨ ¤°³£ ®² ¤°³£ . �±«¨ A 2 � ¨ �(A) > 0 , ²®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¬¥°» � , ¯¥°¥±¥·¥­¨¥
¬­®¦¥±²¢ A ± ­¥ª®²®°»¬ (®£° ­¨·¥­­»¬) ®²°¥§ª®¬ [a; b], ª®²®°®¥ ¬» ®¡®§­ ·¨¬ B, ² ª¦¥
¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼­³¾ ¬¥°³, ²® ¥±²¼ �(B) = �L(B) > 0 . �±«¨ ¡» ¢±¿ª¨¥ ¤¢¥ ° §«¨·­»¥
²®·ª¨ ¨§ B 2 � ­ µ®¤¨«¨±¼ ­  ¨°° ¶¨®­ «¼­®¬ ° ±±²®¿­¨¨ ¤°³£ ®² ¤°³£ , ²® ¤«¿ ° §«¨·-
­»µ ° ¶¨®­ «¼­»µ ·¨±¥« r ¨ s , ¢§¿²»µ ¨§ ®²°¥§ª  [0; 1], ¬­®¦¥±²¢® B + r ­¥ ¯¥°¥±¥ª «®±¼
¡» ± B + s , ¨ ¯°¨ ½²®¬ B + r � [a; b+ 1] . �® ²®£¤ , ª ª®¢® ¡» ­¨ ¡»«® n 2 N , ¬­®¦¥±²¢®

Bn = (B + 1) [ (B +
1

2
) [ : : :[ (B +

1

n
) = (B + 1) t (B +

1

2
)t : : :t (B +

1

n
)

®¡« ¤ ¥² ±¢®©±²¢ ¬¨: �(Bn) = n � �(B), Bn � [a; b + 1] ¨ ¯®½²®¬³ �(Bn) < (b + 2 � a);
¯®±«¥¤­¨¥ ¦¥ ° ¢¥­±²¢® ¨ ­¥° ¢¥­±²¢® ­ µ®¤¿²±¿ ¢ ¯°®²¨¢®°¥·¨¨ ¯°¨ ¢±¿ª®¬

n >
b+ 2� a

�(B)
.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ B � A ­¥² ¯ °» ° §«¨·­»µ ²®·¥ª ± ° ¶¨-
®­ «¼­»¬ ° ±±²®¿­¨¥¬ ¬¥¦¤³ ­¨¬¨, ²® «¨¡® ®­® ­¥¨§¬¥°¨¬®, «¨¡® ¬¥°» ­³«¼. �®±²°®¨¬
¬­®¦¥±²¢® B ² ª. �«¿ ª ¦¤®£® ª« ±±  � ¨§ ´ ª²®°¬­®¦¥±²¢  A= � (¯³±²¼ � | ®²­®¸¥­¨¥
½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ¢ B, ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ² ª: a � b , (a� b) 2 Q, £¤¥ Q | ¬­®¦¥±²¢® ° ¶¨®-
­ «¼­»µ ·¨±¥«) ¢»¡¥°¥¬ (¯®«¼§³¿±¼  ª±¨®¬®© ¢»¡®° ) ½«¥¬¥­² b� , ¨ ¯®«®¦¨¬ B = fb�g .
�®£¤  ¬­®¦¥±²¢® B ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬»¬ ¯® �¥¡¥£³. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ ®­® ¨§¬¥°¨¬®,
²®, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ­�¥¬ ­¥² ²®·¥ª ± ° ¶¨®­ «¼­»¬¨ ° ±±²®¿­¨¿¬¨, �B = 0. �® A �

S
r2Q

(B+ r)

¨, §­ ·¨², 0 < �A 6
P
q2Q

�(B + r) = 0 (² ª ª ª ¤«¿ ª ¦¤®£® r �(B + r) = �B = 0).

�®«³·¥­­®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®.

�·¥²­® ¤¤¨²¨¢­ ¿ ª®¬¯«¥ª±­®§­ ·­ ¿ (¨«¨ ¢®®¡¹¥ ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ ª®­¥·­®¬¥°­®¬
¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥) ¬¥° , § ¤ ­­ ¿ ­  �- «£¥¡°¥, ¨¬¥¥² ®£° ­¨·¥­­³¾ ®¡« ±²¼ §­ -
·¥­¨© (±¬. ¯.5.7). �°¨¬¥° ±·¥²¨­® ¤¤¨²¨¢­®© ­¥®£° ­¨·¥­­®© ¬¥°» ­   «£¥¡°¥ (± ¶¥«»¬¨
§­ ·¥­¨¿¬¨) | ½²® ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ¬¥° , ² ª ¯°®¤®«¦ ¾¹ ¿ ±·¨² ¾¹³¾ ¬¥°³ � ­   «£¥¡°³
¯®¤¬­®¦¥±²¢ ­¥±·¥²­®£® ¬­®¦¥±²¢  
, ¯®°®¦¤¥­­³¾ ª®­¥·­»¬¨ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬¨, ·²®
�
 = 0 .

�·¥²­® ¤¤¨²¨¢­»¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ¬¥°» ­  �- «£¥¡°¥ A ®¡° §³¾² ¢¥¹¥±²¢¥­­®¥ ¢¥ª-
²®°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® M(A) (¢.¢.¯.) ®²­®±¨²¥«¼­® ®¡»·­»µ ®¯¥° ¶¨©:
(�+ �)(A) = �(A) + �(A) ¨ (r � �)(A) = r � �(A) (r 2 R)
(ª®­¥·­®, ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ ¬¥° ±® §­ ·¥­¨¿¬¨ ¢ ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ¢.¢.¯.). �¨­¥©­ ¿ ®¡®«®·ª 
­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¬¥° (¤®±² ²®·­® ¤ ¦¥ ¡° ²¼ ²®«¼ª® ° §­®±²¨) ±®¢¯ ¤ ¥² ± M(A) :

� = �+ � �� , £¤¥ �+(A) = supf�(B) 2 A : B � Ag ¨ �� = (��)+ ,
(­³¦­® ¯°®¢¥°¿²¼, ª®­¥·­®, ·²® �+ ¨ �� ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»).
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4 ��������� �������, ����������,

������� ������� � ������

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 18 . �§¬¥°¨¬»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯ °  (
;A), £¤¥ 
 | ¬­®¦¥±²¢®,
A | �- «£¥¡°  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
. �±«¨ (
j;Aj) (j = 1; 2) | ¨§¬¥°¨¬»¥ ¯°®±²° ­±²¢ , ²®
®²®¡° ¦¥­¨¥¬ ¯¥°¢®£® ¨§ ­¨µ ¢® ¢²®°®¥ ­ §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢  
1 ¢ 
2.

� ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ f : 
1 ! 
2 ­ §»¢ ¥²±¿ (A2;A1)-¨§¬¥°¨¬»¬, ¥±«¨
�1
f (B) 2 A1 ¤«¿

¢±¿ª®£® B 2 A2 (±¨¬¢®«
�1
f (B) ®¡®§­ · ¥² ¯®«­»© ¯°®®¡° § ¬­®¦¥±²¢  B).

�³­ª¶¨¿ f : 
1 ! R (f : 
1 ! Z) ­ §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬®© ®²­®±¨²¥«¼­® A1, ¨«¨ A1-
¨§¬¥°¨¬®©, ¥±«¨ ®­  (B(R);A1)-¨§¬¥°¨¬  ((B(Z);A1)-¨§¬¥°¨¬ ), £¤¥ Z | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®-
±²° ­±²¢® ¨ B(Z) | ¥£® ¡®°¥«¥¢±ª ¿ �- «£¥¡° .

�®±²®¿­­®¥ (± ®¤­®²®·¥·­»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ §­ ·¥­¨©) ®²®¡° ¦¥­¨¥ 
1 ! 
2 ¨§¬¥°¨¬® ®²-
­®±¨²¥«¼­® «¾¡»µ �- «£¥¡° ¯®¤¬­®¦¥±²¢ 
1 ¨ 
2 , ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�¥¬¬  5 . �±«¨, ¢ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ½²®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, A2 = �(S) ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ±¨±²¥¬» S �

A2 , ²® ¤«¿ (A2;A1)-¨§¬¥°¨¬®±²¨ ®²®¡° ¦¥­¨¿ f : 
1 ! 
2 ¤®±² ²®·­®, ·²®¡»
�1
f (B) 2 A1

¤«¿ ¢±¿ª®£® B 2 S .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®±² ²®·­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¥±«¨
�1
f (B) 2 A1 ¤«¿ ¢±¿ª®£® B 2 S ,

²® ±¨±²¥¬  B � fB 2 A2 :
�1
f (B) 2 A1g ±®¢¯ ¤ ¥² ± A2 . �®±ª®«¼ª³ S � B � A2 ¨ A2 |

¬¨­¨¬ «¼­ ¿ �- «£¥¡°  ±°¥¤¨ ±®¤¥°¦ ¹¨µ ±¨±²¥¬³ S, ²® ¤«¿ ° ¢¥­±²¢  B = A2 ¤®±² ²®·­®,
·²®¡» B ®ª § « ±¼ �- «£¥¡°®©, ²® ¥±²¼ ·²®¡» ¤®¯®«­¥­¨¿ (®²­®±¨²¥«¼­® 
2) ½«¥¬¥­²®¢ B
¡»«¨ ½«¥¬¥­² ¬¨ B ¨ ·²®¡» ±·¥²­»¥ ®¡º¥¤¨­¥­¨¿ ½«¥¬¥­²®¢ B ²®¦¥ ¡»«¨ ½«¥¬¥­² ¬¨ B .
�®±«¥¤­¨¥ ¦¥ ¤¢  ±¢®©±²¢  ±«¥¤³¾² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ B , ±¢®©±²¢ ¯®«­»µ ¯°®®¡° §®¢ ¨ ²®£®,
·²® A1 ¨ A2 | �- «£¥¡°»: ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯³±²¼ X 2 B ¨ Y = 
2 nX ; ²®£¤  X 2 AA2 ¨
�1
f (X) 2 A2 , ®²ª³¤  Y = 
2 nX 2 A2 , ¨

�1
f (Y ) =

�1
f (
2 nX) = 
1 n

�1
f (X) 2 A1 ; §­ ·¨²,

Y 2 B . �­ «®£¨·­®, ¥±«¨ Xn 2 B (n 2 N) ¨ Y =
1
[
j=1

Xj , ²® ¢±¥ Xn (§­ ·¨², ¨ Y ) ¨§ A2 ¨ ª

²®¬³ ¦¥ ¢±¥
�1
f (Xn) |   ± ­¨¬¨ ¨

�1
f (Y ) =

�1
f (

1
[
j=1

Xj) =
1
[
j=1

(
�1
f (Xj) ) | ¯°¨­ ¤«¥¦ ² A2 ,

­® ²®£¤  Y 2 B . /
��������� (ª°¨²¥°¨© ¨§¬¥°¨¬®±²¨). �³±²¼ (
;A) | ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. �«¿
¨§¬¥°¨¬®±²¨ ´³­ª¶¨¨ f : 
 ! R ®²­®±¨²¥«¼­® A (­¥®¡µ®¤¨¬® ¨) ¤®±² ²®·­®, ·²®¡»
�1
f (�1; a) 2 A ¤«¿ ¢±¿ª®£® a 2 Q , (²® ¥±²¼ ·²®¡» f! 2 
 : f(!) < ag 2 A ¤«¿ ¢±¿ª®£®
a 2 Q ).

�²®² ª°¨²¥°¨© ®±² ­¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬, ¥±«¨ «¥¢»© «³· § ¬¥­¨²¼ ­  ¯° ¢»© (¨ §­ ª
> ­  < ), ¨«¨ ¥±«¨ Q § ¬¥­¨²¼ ­  R , ¨«¨ ¥±«¨ ¢±¥ § ¬¥­» ±¤¥« ²¼ ¢¬¥±²¥. �­ «®£¨·­®,
®²ª°»²»¥ «³·¨ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ § ¬ª­³²»¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ° ­¥¥ ¡»«® ¯°®¢¥°¥­®, ·²® ª ¦¤ ¿ ¨§ ±¨±²¥¬
f(�1; a) : a 2 Qg , f(�1; a) : a 2 Rg , f(a;+1) : a 2 Qg , f(a;+1) : a 2 Rg («³·¥©)
¯®°®¦¤ ¥² ¡®°¥«¥¢±ª³¾ �- «£¥¡°³ ­  ¯°¿¬®©. �°®¬¥ ²®£®, ° ¢¥­±²¢  (a;1) = [

n2N
[a+ 1

n ;1)

¨ ².¯. ¯®§¢®«¿¾² ¯¥°¥©²¨ ª § ¬ª­³²»¬ «³· ¬. /

��������� ¯°¥¤»¤³¹¥£® ±«¥¤±²¢¨¿.
�±«¨ f : 
 ! R ¿¢«¿¥²±¿ A-¨§¬¥°¨¬®©, c 2 R , ²® ´³­ª¶¨¿ ! 7! c �f(!) ² ª¦¥ A-¨§¬¥°¨¬ .
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 19 . �³­ª¶¨¿ f : R ! R ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª®©, ¥±«¨ ®­  (B(R);B(R))
¨§¬¥°¨¬ .

�³­ª¶¨¿ f : R! R ­ §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬®© (¯® �¥¡¥£³), ¥±«¨ ®­  (B(R); L�L)-¨§¬¥°¨¬ 
(².¥. ¯°®®¡° § ¢±¿ª®£® «³·  ¨§¬¥°¨¬ ¯® �¥¡¥£³).

�±«¨ Z | ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¨ B(Z) | ¥£® ¡®°¥«¥¢±ª ¿ �- «£¥¡° , ²®:
´³­ª¶¨¿ f : R! Z ­ §»¢ ¥²±¿ ¡®°¥«¥¢±ª®©, ¥±«¨ ®­  (B(Z);B(R)) ¨§¬¥°¨¬ ;
´³­ª¶¨¿ f : R! Z ­ §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬®© (¯® �¥¡¥£³), ¥±«¨ ®­  (B(Z); L�L)-¨§¬¥°¨¬ 

(².¥. ¥±«¨ ¯°®®¡° §» ®²ª°»²»µ ¬­®¦¥±²¢ ¨§¬¥°¨¬» ¯® �¥¡¥£³).

� ¬¥· ­¨¥ 33 . �±¿ª ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f : R! R| ¡®°¥«¥¢±ª ¿, ¢±¿ª ¿ ¡®°¥«¥¢-
±ª ¿ ¨§¬¥°¨¬ .

�¯° ¦­¥­¨¥.
�±¥µ ¡®°¥«¥¢±ª¨µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ R| ª®­²¨­³³¬ (c). �§¬¥°¨¬»µ ¯® �¥¡¥£³ ¯®¤¬­®¦¥±²¢
R| £¨¯¥°ª®­²¨­³³¬ (2c). �¥ ¢±¿ª ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ¯® �¥¡¥£³ ´³­ª¶¨¿ f : R! R| ¡®°¥«¥¢-
±ª ¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 20 . �­¤¨ª ²®°­®© ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿, §­ ·¥­¨¥¬ ª®²®°®© ­  ¢±¿ª®¬ ½«¥-
¬¥­²¥ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¿¢«¿¥²±¿ «¨¡® ­³«¼, «¨¡® ¥¤¨­¨¶ . �­¤¨ª ²®°®¬ ¬­®¦¥±²¢  A
­ §»¢ ¥²±¿ ´³­ª¶¨¿ (¤ «¥¥ ®¡®§­ · ¥¬ ¿ 1A ), ° ¢­ ¿ ¥¤¨­¨¶¥ ­  ½«¥¬¥­² µ ½²®£® ¬­®¦¥-
±²¢  ¨ ° ¢­ ¿ ­³«¾ ¨­ ·¥. �­¤¨ª ²®°®¬ ¬­®¦¥±²¢  A ®²­®±¨²¥«¼­® ¬­®¦¥±²¢  
 ­ §»-
¢ ¥²±¿ ¨­¤¨ª ²®°­ ¿ ´³­ª¶¨¿ 1A;
, § ¤ ­­ ¿ ­  
 ¨ ° ¢­ ¿ ¥¤¨­¨¶¥ ²®«¼ª® ­  ½«¥¬¥­² µ
¨§ A , ²® ¥±²¼ ±³¦¥­¨¥ 1A
 .

� «¥¥ ¡³¤³² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ ®±­®¢­®¬ ²¥ ¨­¤¨ª ²®°», ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¥­» ­  
 , ¨
¢²®°®© ¨­¤¥ª± ³ª §»¢ ²¼±¿ ¯°¥¨¬³¹¥±²¢¥­­® ­¥ ¡³¤¥². �±¥ ¢®§­¨ª ¾¹¨¥ ¤ «¥¥ ¨­¤¨ª -
²®°», ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ­  ¯®¤¬­®¦¥±²¢ µ 
 , ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿, ¥±«¨ ¨­®¥ ­¥ ®£®¢®°¥­®, ± ¨µ
¯°®¤®«¦¥­¨¿¬¨ ­  
 .

�¯° ¦­¥­¨¥.
�³±²¼ (
;A) | ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, A � 
 ; ²®£¤  1A;
 ¿¢«¿¥²±¿ A-¨§¬¥°¨¬®© ¢ ²®¬
¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ A 2 A .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 21 . �°®±²®© ´³­ª¶¨¥© ­  ¨§¬¥°¨¬®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (
;A) , ¨«¨ A-¯°®±²®©,
­ §»¢ ¥²±¿ ª®­¥·­ ¿ «¨­¥©­ ¿ ª®¬¡¨­ ¶¨¿ ¨­¤¨ª ²®°®¢ ½«¥¬¥­²®¢ A (®²­®±¨²¥«¼­® 
 ).

� ¬¥· ­¨¥ 34 . �³±²¼ § ¤ ­® ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
;A) . �¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ­ 

 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© ­  (
;A) ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ®­  ¨§¬¥°¨¬  ®²­®±¨²¥«¼­®
A ¨ ¯°¨­¨¬ ¥² ª®­¥·­®¥ ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨©. �³¬¬  ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ (§­ ·¨², ¨ «¨­¥©­»¥
ª®¬¡¨­ ¶¨¨) A-¯°®±²»µ ´³­ª¶¨© | ±­®¢  A-¯°®±²»¥ ´³­ª¶¨¨.

�¥¬¬  6 . �³±²¼ § ¤ ­® ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
;A) . �®²®·¥·­»© ¯°¥¤¥« A-
¨§¬¥°¨¬»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­®§­ ·­»µ ´³­ª¶¨© | ±­®¢  A-¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ fn(x) ! f(x) ¤«¿ ¢±¿ª®£® x 2 
 ; ¯³±²¼ a 2 R . ²®£¤ 
f! 2 
 : f(!) < ag = f! 2 
 : 9n 2 N; 8k > n; fk(!) < a � 1

ng = = [
n2N

\
k>n

f! 2 
 : fk(!) <

a� 1
ng ; ¯®½²®¬³ f! 2 
 : f(!) < ag 2 A , ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼. /
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�¥¬¬  7 . �³±²¼ § ¤ ­® ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (
;A) . �±¿ª ¿ A-¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿
f : 
 ! R ¿¢«¿¥²±¿ ¯®²®·¥·­»¬ ¯°¥¤¥«®¬ ¯°®±²»µ | ­  (
;A) | ´³­ª¶¨©.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®±² ²®·­® ¯®«®¦¨²¼

fn =
n2�1X
k=�n2

k

n
1f k

n
6f< k+1

n
g;
 ;

£¤¥ fa 6 f < bg | ±®ª° ¹¥­­®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ ¤«¿ ¬­®¦¥±²¢  f! 2 
 : a 6 f(!) < bg . /
���������. �¨­¥©­ ¿ ª®¬¡¨­ ¶¨¿ ¤¢³µ ¨«¨ ­¥±ª®«¼ª¨µ A-¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© | ¿¢«¿-
¥²±¿ A-¨§¬¥°¨¬®©; ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢³µ ¨«¨ ­¥±ª®«¼ª¨µ A-¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ² ª¦¥ A-
¨§¬¥°¨¬®. �®ª § ²¥«¼±²¢®. . � ­¥¥ ¡»«® § ¬¥·¥­®, ·²® ³¬­®¦¥­¨¥ ­  ª®­±² ­²³ ­¥
¢»¢®¤¨² §  ¯°¥¤¥«» ±®¢®ª³¯­®±²¨ ¢±¥µ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ f ¨ g ¨§¬¥-
°¨¬»; ­ ©¤¥¬ ¯°®±²»¥ fn ! f ¨ gn ! g (±µ®¤¨¬®±²¼ ¯®²®·¥·­ ¿); ²®£¤  fngn ! fg
¨ fn + gn ! f + g , ·²® ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¨§¬¥°¨¬®±²¼ ±³¬¬» ¨ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿. �°¨¬¥­¿¿
¨­¤³ª¶¨¾, ¯®«³·¨¬ ¨§¬¥°¨¬®±²¼ «¾¡»µ ª®­¥·­»µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨© ¨ «¨­¥©­»µ ª®¬¡¨­ ¶¨©
¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©. /

� ¬¥· ­¨¥ 35 . �±«¨ gn | A-¨§¬¥°¨¬»¥ ·¨±«®¢»¥ ´³­ª¶¨¨, ²® ¬­®¦¥±²¢® A ²¥µ ! , ¤«¿
ª®²®°»µ ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ n 7! gn(!) ±µ®¤¨²±¿ (´³­¤ ¬¥­² «¼­ ), ¨§¬¥°¨¬®.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . A = f! 2 
 : 8m 2 N 9n 2 N 8k > n 8l > n; jgk(!)� gl(!)j < 1
mg =

= \
m2N

[
n2N

\ k; l > nf! 2 
 : jgk(!)� gl(!)j < 1
mg. /

4.1 �¥®°¥¬  �£®°®¢ 

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 22 . �°®±²° ­±²¢®¬ ± ¬¥°®© ­ §»¢ ¥²±¿ ²°®©ª  (
;A; �) , £¤¥ (
;A) | ¨§-
¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ¨ � : A ! [0;1] | ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥° ; ¯°¨ ½²®¬ 
 ­ §»-
¢ ¥²±¿ ­¨¦¥«¥¦ ¹¨¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢  ± ¬¥°®©. �³«¼-¬­®¦¥±²¢®¬ ½²®£®
¯°®±²° ­±²¢  ­ §»¢ ¥²±¿ ¢±¿ª®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢±¿ª®£® A-¨§¬¥°¨¬®£® ¬­®¦¥±²¢  ­³«¥¢®©
¬¥°». �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© fn : 
 ! R­ §»¢ ¥²±¿ ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ (¯.¢.),
¥±«¨ ¢±¥ ²¥ ! 2 
, ­  ª®²®°»µ ®­  ­¥ ±µ®¤¨²±¿, ®¡° §³¾² ­³«¼-¬­®¦¥±²¢®.

�¢¥ ¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ­ §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬¨, ¥±«¨ ®­¨ ° §«¨· ¾²±¿ ­  ¬­®-
¦¥±²¢¥ ¬¥°» ­³«¼.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 23 . �³±²¼ § ¤ ­® (
;A; �) | ¯°®±²° ­±²¢® ± ¬¥°®©. �®¢®°¿², ·²® ¯®±«¥¤®-
¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±«®¢»µ fn ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ±µ®¤¨²±¿ ª ¨§¬¥°¨¬®© ´³­ª¶¨¨ f ¯® ¬¥°¥,
¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0 ·¨±«®¢ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �f! 2 
 : jfn(!)� f(!)j > "g ±µ®¤¨²±¿
ª ­³«¾.

�®¢®°¿², ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±«®¢»µ fn ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ´³­¤ ¬¥­² «¼­ 
¯® ¬¥°¥, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0 ¨ ¢±¿ª®£® � > 0 ­ ©¤¥²±¿ N 2 N ² ª®¥ ·²® 8m;n > N ,
�f! 2 
 : jfn(!)� fm(!)j > "g < � .

�°¥¤¥« ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ´³­ª¶¨© ¨§¬¥°¨¬ ¨ ®¯°¥¤¥«¥­ ±
²®·­®±²¼¾ ¤® ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨, ¨ ²® ¦¥ ¢¥°­® ¤«¿ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯® ¬¥°¥. �³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿
¯® ¬¥°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ¯® ¬¥°¥. �±«¨ ¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ±µ®¤¿²±¿ ¯®·²¨
¢±¾¤³, ²® ¨ ¯® ¬¥°¥; ­¥ ­ ®¡®°®². �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ±µ®¤¨²±¿ ¯®
¬¥°¥ ¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ ¨§ «¾¡®© ¥¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼
±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯.¢. ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼.
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�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 24 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© fn ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®·²¨ ° ¢­®-
¬¥°­® ´³­¤ ¬¥­² «¼­®©, ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® � > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® A 2 A, ·²®
�(
nA) < � ¨ ­  A ½²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ° ¢­®¬¥°­® ´³­¤ ¬¥­² «¼­®©. �®±«¥-
¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© fn ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®·²¨ ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¥©±¿ ª ¨§¬¥-
°¨¬®© ´³­ª¶¨¨ f , ¥±«¨ ¤«¿ ¢±¿ª®£® � > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ¬­®¦¥±²¢® A 2 A, ·²® �(
nA) < �
¨ ­  A ½²  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ° ¢­®¬¥°­® ª f .

�®·²¨ ° ¢­®¬¥°­® ´³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¿¢«¿¥²±¿ ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¯.¢. ¨
¤ ¦¥ ¯®·²¨ ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹¥©±¿ ª ­¥ª®²®°®© ¨§¬¥°¨¬®© ´³­ª¶¨¨.

�¥®°¥¬  7 . (�¥®°¥¬  �£®°®¢ .) \�µ®¤¿¹ ¿±¿ ¯.¢. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¢¥¹¥±²¢¥­­®- ¨«¨
ª®¬¯«¥ª±­®-§­ ·­»µ ´³­ª¶¨© ±µ®¤¨²±¿ ¯®·²¨ ° ¢­®¬¥°­®"; ².¥. ¥±«¨ � | ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢-
­ ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  ­  �- «£¥¡°¥ A ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¬­®¦¥±²¢  
 = [A, ¨ ¥±«¨ A-
¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨ f1; f2; : : : ; fn; : : : ±µ®¤¿²±¿ ª f (¤«¿ �-¯.¢. x 2 
 ), ²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0
­ ©¤¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® M � 
 ² ª®¥, ·²® �(M) < " , ¨ ·²® ­  ¬­®¦¥±²¢¥ 
 nM ±µ®¤¨¬®±²¼
fn ! f ° ¢­®¬¥°­  (·¥¬ ²¥®°¥¬  ¡³¤¥² ¤®ª § ­ ),

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ � | ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­ ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  ­  �- «£¥¡°¥
A ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¢ 
 = [A, ¨ ¯³±²¼ A-¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨ f1; f2; : : : ; fn; : : : ±µ®¤¿²±¿ ª f

(¤«¿ �-¯.¢. x 2 
 ). �²® §­ ·¨², ·²®
0 = �fx 2 
 : fn(x) � f(x) 6! 0 (n ! 1)g = �fx 2 
 : 9k 2 N 8l 2 N 9m 2 N ².·. l <
m; jfm(x)� f(x)j > 1

kg =
= � \

k2N
fx 2 
 : 8l 2 N 9m 2 N ².·. l < m; jfm(x)� f(x)j > 1

k g

¨ ¯®²®¬³ ¤«¿ ª ¦¤®£® k 2 N 0 = �fx 2 
 : 8l 2 N 9m 2 N ².·. jfm(x)� f(x)j > 1
kg =

= � \
l2N
fx 2 
 : 9m 2 N ².·. l < m; jfm(x)� f(x)j > 1

kg =

= liml2N�fx 2 
 : 9m 2 N ².·. l < m; jfm(x)� f(x)j > 1
kg .

�¥¯¥°¼ ¯³±²¼ § ¤ ­® " > 0 , ¨ ¬» ­ ©¤¥¬ ¬­®¦¥±²¢® M � 
 ¬¥°» ¬¥­¼¸¥ " ¨ ¢­¥ ª®²®°®£®
±µ®¤¨¬®±²¼ fn ! f ° ¢­®¬¥°­  (·¥¬ ²¥®°¥¬  ¡³¤¥² ¤®ª § ­ ), ¤«¿ ·¥£® ­ ©¤¥¬ ±²°®£®
¢®§° ±² ¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fljgj2N ­ ²³° «¼­»µ ·¨±¥« ± ² ª¨¬ ±¢®©±²¢®¬: �Mj <
2�j" , £¤¥

Mj = fx 2 
 : 9m 2 N ².·. m > lj ; jfm(x)� f(x)j >
1

j
g (j = 1; 2; 3; :::) :

�¥¯¥°¼ ®·¥¢¨¤­®, ·²® ¢ ª ·¥±²¢¥ M ¬®¦­® ¢§¿²¼ ®¡º¥¤¨­¥­¨¥ ¢±¥µ ½²¨µ Mj (j 2 N) ,
¯®±ª®«¼ª³ ±³¬¬  ¨µ ¬¥° ¬¥­¼¸¥ ·¥¬ ",   ¤«¿ ª ¦¤®£® j 2 N ¯°¨ m > lj ¤«¿ ª ¦¤®£® ­¥
¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¥£® ª M ½«¥¬¥­²  x 2 
 ¨ ±¯°¢¥¤«¨¢® jfm(x)� f(x)j < 1

j . /
�±«¨ ®¡®§­ ·¨²¼ ja � bj ·¥°¥§ �(a; b) ¢±¾¤³ ¢ ½²®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥, ²®, ®·¥¢¨¤­®, ®­® ¡³-
¤¥² ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ ´³­ª¶¨©, ¯°¨­¨¬ ¾¹¨µ §­ ·¥­¨¿ ¢ ¯°®¨§¢®«¼­®¬ ¯®«³¬¥²°¨·¥±ª®¬
¯°®±²° ­±²¢¥ (Z; �) ¨ (B(Z);A)-¨§¬¥°¨¬»µ; ­ ¯®¬­¨¬, ·²® ¯®­¿²¨¿ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¨ ´³­¤ -
¬¥­² «¼­®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®«³¬¥²°¨ª ²¥ª±²³ «¼­® ­¥ ®²«¨· ¾²±¿
®² ®¡»·­»µ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¤«¿ ¬¥²°¨ª). �¬¥­­®, �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fzngn2N (½«¥¬¥­²®¢
Z ) ­ §»¢ ¥²±¿ ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ (Z; �) , ¥±«¨ ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® z 2 Z
8" > 0 9N 2 N ².·. ¤«¿ ­ ²³° «¼­»µ n > N ±¯° ¢¥¤«¨¢® �(zn; z) < "), � ¯®¬­¨¬, ·²® ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fzngn2N ­ §»¢ ¥²±¿ ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ (Z; �) , (².¥. 8" > 0 9N 2 N ².·. ¤«¿
­ ²³° «¼­»µ m > N ¨ n > N ±¯° ¢¥¤«¨¢® �(zn; zm) < "). /

�°¨¢¥¤¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ ´®°¬³«¨°®¢ª³ (° ¢­®±¨«¼­³¾ ¨±µ®¤­®© ¢ ²®¬ ±«³· ¥,
¥±«¨ (Z; �) , ³· ±²¢³¾¹¥¥ ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥, ¯®«­®¥ ¬¥²°¨·¥±ª®¥) ½²®© ²¥®°¥¬»:
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\�³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ¯.¢. ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©, ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ­  ¯°®-
±²° ­±²¢¥ ± ¬¥°®© ¨ ¯°¨­¨¬ ¾¹ ¿ §­ ·¥­¨¿ ¢ ¿¢«¿¥²±¿ `¯®·²¨ ° ¢­®¬¥°­®' ´³­¤ ¬¥­-
² «¼­®©",
².¥. ¥±«¨ � ² ª ¿, ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥, ¨ ¥±«¨ (B(Z);A)-¨§¬¥°¨¬»¥ ´³­ª¶¨¨ f1; f2; : : : ; fn; : : : ² -
ª®¢», ·²® ¤«¿ �-¯.¢. x 2 
 , ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f1(x); f2(x); : : : ; fn(x); : : : ´³­¤ ¬¥­² «¼­ 
¢ (Z; �) ²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® M � 
 ² ª®¥, ·²® �(M) < " , ¯°¨·¥¬ (­ 
¬­®¦¥±²¢¥ 
 nM ) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ fn ´³­¤ ¬¥­² «¼­  ®²­®±¨²¥«¼­® \° ¢­®¬¥°­®©"
¯®«³¬¥²°¨ª¨ e�(f; g) = supf�(f(x); g(x)) : x 2 
 nMg .

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ½²®© \®¡¹¥©" ´®°¬³«¨°®¢ª¨ ­³¦­® ¯°¨¬¥­¨²¼ ³¦¥ ¤®ª § ­­»©
´ ª² ª ¯.­. ±µ®¤¿¹¥©±¿ (ª ­³«¾) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ´³­ª¶¨© rN(x) =
min( sup

min(m;n)>N
�(fn(x); fm(x)); 1) .

� ¬¥· ­¨¥ 36 . �§ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ´³­ª¶¨© fn ! f ¯® ¬¥°¥ (¤ ¦¥ ¨§
±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ² ª®© gk = fnk , ·²® ¯°¨ ¢±¥µ k �Ak < 2k , £¤¥ Ak = fjgk � f j > 1=2kg ,
| ½²® ±° §³ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯® ¬¥°¥) ²¥¯¥°¼ ¢»¢¥¤¥¬ ±µ®¤¨¬®±²¼ ­¥ª®²®°®© ¥¥
¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ (¨¬¥­­® gk ) ¯®·²¨ ¢±¾¤³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¬­®¦¥±²¢®, ­  ª®²®°®¬ gk ­¥ ±µ®¤¨²±¿ ª f , ±®¤¥°¦¨²±¿
¢ ª ¦¤®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ BN = [

k>N
Ak (¬¥°  ª®²®°®£® 6 1=2N ±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ¨ ª®²®°®¥

³¡»¢ ¥² ± °®±²®¬ N ), ²® ¥±²¼ ¢ ¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¨ \
N2N

BN , ¨¬¥¾¹¥¬ ¬¥°³ ­³«¼. /

� ¬¥· ­¨¥ 37 . � ¬  ¦¥ ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ¯® ¬¥°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¬®¦¥² ­¥ ±µ®¤¨²¼±¿ ­¨
¢ ®¤­®© ²®·ª¥.

� «¥¥, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© fn ±µ®¤¨²±¿ ª f ¯® ¬¥°¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®
²®£¤ , ª®£¤  ¨§ ª ¦¤®© ¥¥ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ (¥¹¥ ¡®«¥¥ °¥¤ª³¾)
±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ª f ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼: ¢ ¯°¿¬³¾ ±²®°®­³ ½²® ¤®ª § ­®
¢»¸¥,   ¢ ®¡° ²­³¾ ° ±±³¤¨¬ ² ª. �±«¨ fn �� ±µ®¤¨²±¿ ª f ¯® ¬¥°¥, ²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®£®
" > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ gk = fnk , ·²® �Anfjgk� f j > "g > " ¨ ¯®²®¬³
¨§ gk ­¥«¼§¿ ¨§¢«¥·¼ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª f ¤ ¦¥ ¯® ¬¥°¥ ¨ ²¥¬ ¡®«¥¥
­¥«¼§¿ ¨§¢«¥·¼ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª f ¯®·²¨ ¢±¾¤³.

�®¢®°¿², ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ An ±µ®¤¨²±¿ ª ¬­®¦¥±²¢³ A ¯®·²¨ ¢±¾¤³
¨«¨ ¯® ¬¥°¥, ¥±«¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ª ¨­¤¨ª ²®°³ ¯®±«¥¤­¥£® ±µ®¤¿²±¿ ¨µ ¨­¤¨-
ª ²®°». �­ «®£¨·­® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢¥°µ­¨© ¨ ­¨¦­¨© ¯°¥¤¥«» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¬­®-
¦¥±²¢. �¥£ª® ¯®­¿²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢ ±µ®¤¨²±¿ (/ ±µ®¤¨²±¿ ¯.¢.), ¥±«¨
¥¥ ¢¥°­¨© ¯°¥¤¥« ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­¨¦­¨¬ (/ ¨µ ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ° §­®±²¼ ¨¬¥¥² ¬¥°³ ­³«¼).

�®¤¨´¨ª ¶¨¥© ¨§¬¥°¨¬®© ´³­ª¶¨¨ ­ §»¢ ¥²±¿ «¾¡ ¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ±®¢¯ ¤ ¾¹ ¿ ± ­¥©
´³­ª¶¨¿.

4.2 �¥®°¥¬  �³§¨­ 

� ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥ (¨ ¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥) ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ
´³­ª¶¨© ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1] ®¡®§­ ·¨¬ L0 ,   ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ­¥¯°¥°»¢­»µ
´³­ª¶¨© ­  ®²°¥§ª¥ [0; 1] | C ; ¥±«¨  | ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ²® ¬­®¦¥±²¢® fx :
 (x) > ag ª° ²ª® ®¡®§­ · ¥¬ f > ag ¨ ².¯.

�¥®°¥¬  8 . (�³§¨­) �±«¨ f 2 L0 , ²® ¤«¿ ¢±¿ª®£® " > 0 ­ ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ­ 
[0; 1] ´³­ª¶¨¿ g 2 C , ·²® ��Lfx 2 [0; 1] : f(x) 6= g(x)g 6 " .
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢¢¥¤¥¬ ª« ±± F ¢±¥µ ²¥µ ¨§¬¥°¨¬»µ f 2 L0, ¤«¿
ª®²®°»µ ²¥®°¥¬  �³§¨­  ±¯° ¢¥¤«¨¢ , ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® F ±®¢¯ ¤ ¥² ± L0 . �®-¯¥°¢»µ,
®·¥¢¨¤­®, ·²® F � C, F ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¬ ¢¥ª²®°­»¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®¬ ¢ L0 ¨
±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ´³­ª¶¨¨, ° ¢­»¥ ­³«¾ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ (¨ §­ ·¨², ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨
±¢®¨µ ½«¥¬¥­²®¢ { ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©); ¢®-¢²®°»µ, ª ª ±¥©· ± ¯®ª ¦¥¬ (¯®«¼§³¿±¼ ²¥®-
°¥¬®© �£®°®¢ ), F § ¬ª­³² ®²­®±¨²¥«¼­® ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯® ¬¥°¥ �¥¡¥£  ­  [0; 1] . �®±ª®«¼ª³
¯°¥¤¥« ±µ®¤¿¹¥©±¿ ¯® ¬¥°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯.¢.-¯°¥¤¥«®¬ ­¥ª®²®°®© ¥¥ ¯®¤-
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ²® ¤®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼ § ¬ª­³²®±²¼ F ®²­®±¨²¥«¼­® ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ­  [0; 1] ;   ¯®±ª®«¼ª³ F ¤®¯³±ª ¥² ¯¥°¥µ®¤ ª ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨,
²® ¤®±² ²®·­® ¤®ª §»¢ ²¼ § ¬ª­³²®±²¼ F ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®²®·¥·­»µ ¯°¥¤¥«®¢ ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼­®±²¥© ¥£® ½«¥¬¥­²®¢. �² ª, ¯³±²¼ ´³­ª¶¨¨ fn 2 F (n = 1; 2; :::) ±µ®¤¿²±¿ ¯°¨ n! 1
ª ' 2 L0 ¯®²®·¥·­®, ¯³±²¼ " > 0 ¨ ¯³±²¼ gn 2 C | ² ª¨¥, ·²® ¯°¨ ª ¦¤®¬ n = 1; 2; :::
�ffn 6= gng < "=5n ; ²®£¤  ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢® B ¬¥°» < "=3 ² ª®¢®, ·²® ¢­¥ ¥£® fn ! ' ° ¢­®-

¬¥°­®, ²® ¢­¥ ¬­®¦¥±²¢  A1 = B [ (
1
[
n=1

ffn 6= gng) (¥£® ¬¥°  �(A) < 2"=3), ²® ¥±²¼ ±³¦¥­¨¿

­  A = [0; 1] n A1 ´³­ª¶¨© fn ­¥¯°¥°»¢­» ¨ ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿²±¿ ª ' . � ª®­¥¶, ­ ©¤¥¬
² ª®© ª®¬¯ ª² K � A , ·²® �(A nK) < "=3 | ±³¦¥­¨¥ ­  ­¥£® ´³­ª¶¨¨ ' ­¥¯°¥°»¢­®, ¨
®­® «¨­¥©­® ½ª±²° ¯®«¨°³¥²±¿ ¤® ­¥¯°¥°»¢­®© ´³­ª¶¨¨ ­  [0; 1] , ®² ª®²®°®© ' ª ª ° § ¨
®²«¨· ¥²±¿ ²®«¼ª® ¢­¥ K, ²® ¥±²¼ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¬¥°» < " .

�² ª, ¯®±ª®«¼ª³ ¢±¿ª ¿ f 2 L0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯®²®·¥·­»¬ ¯°¥¤¥«®¬ ¯°®±²»µ ¨§¬¥°¨¬»µ
´³­ª¶¨©,   ²¥ ¿¢«¿¾²±¿ ª®­¥·­®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¥© ¨§¬¥°¨¬»µ ¨­¤¨ª ²®°®¢, ª®²®-
°»¥ ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°¥¤¥« ¬¨ ¯.¢. ±µ®¤¿¹¨µ±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¨­¤¨ª ²®°®¢
ª®¬¯ ª²®¢, ª®²®°»¥ ±³²¼ ¯°¥¤¥«» ¨­¤¨ª ²®°®¢ ª®­¥·­»µ ®¡º¥¤¨­¥­¨© § ¬ª­³²»µ ®²°¥§-
ª®¢, ²® ¥±²¼ ª®­¥·­»µ ±³¬¬ ¨­¤¨ª ²®°®¢ ®²°¥§ª®¢, ²® ²¥®°¥¬  �³§¨­  ±¢¥« ±¼ ª ¢®¯°®±³
¯°¨­ ¤«¥¦­®±²¨ ª F ¨­¤¨ª ²®°®¢ ®²°¥§ª®¢; ¯®±«¥¤­¥¥ ¦¥ ®·¥¢¨¤­®. /

5 �������� ������: �������� ����

�¨¦¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¢¥¹¥±²¢¥­­®§­ ·­»¥ ¬¥°» ¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­®-
§­ ·­»¥ ´³­ª¶¨¨. �®±ª®«¼ª³ ² ª¨¥ ¬¥°» ®¤­®§­ ·­® ¯°®¤®«¦ ¾²±¿
­  ª®«¼¶®,   ¤«¿ ²¥®°¨¨ ¨­²¥£° «  ¢ ¦­® ³¢¥«¨·¨²¼ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥-
­¨¿ ¬¥°» (| ²¥¬ ± ¬»¬ ° ±¸¨°¿¥²±¿ § ¯ ± ¨­²¥£°¨°³¥¬»µ ´³­ª¶¨©)
±° §³ ±·¨² ¥¬, ·²® ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢±¿ª®© ¬¥°» | ª®«¼¶®.

5.1 �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨­²¥£° «  �¥¡¥£ 

� ½²®¬ ¯³­ª²¥ A | ª®«¼¶® ¨ � | ¬¥°  ­  A .

�¥¬¬  8 . �²®¡° ¦¥­¨¥ (®¡®§­ ·¨¬ ¥£® I� ), ±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ ª ¦¤®¬³ ¨­¤¨ª ²®°³ ¬­®-
¦¥±²¢  A 2 A §­ ·¥­¨¥ �(A), ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® ¥¤¨­±²¢¥­­®£® «¨­¥©­®£® ´³­ª¶¨®­ «  ­ 
¢¥¹¥±²¢¥­­®¬ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ (­ §»¢ ¥¬»µ (A-)¯°®±²»¬¨) ´³­ª¶¨©, ¯®°®¦¤¥­-
­®¬ ½²¨¬¨ ¨­¤¨ª ²®° ¬¨.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �­ · «  ¯°®¢¥°¨¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® n = 1; 2; 3; ::: , ·²® ¥±«¨ ¤«¿ ¬­®¦¥±²¢

A1, ..., An (¨§ ª®«¼¶  A) ¨ ­¥­³«¥¢»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ·¨±¥« c1, ..., cn ¢»¯®«­¥­®
nP
j=1

cj1Aj � 0,

²®
nP
j=1

cj�(Aj) = 0. �¨ª±¨°³¥¬ n, ¯®« £ ¥¬ N = fS : S � f1; 2; :::; ngg ; ¤«¿ ª ¦¤®£® S 2 N

®¡®§­ ·¨¬ cS =
P
j2S

cj ¨ AS = \
j=1

ASj , £¤¥ ASj = Aj ¯°¨ j 2 S, ¨ ASj = 
 n Aj ¯°¨ j =2 S.
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�®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢» ²®¦¤¥±²¢ :
8j 2 f1; 2; :::; ng Aj = t

S2N;S3j
AS , ¨ ¯®²®¬³

nP
j=1

cj1Aj �
nP
j=1

cj(
P

S2N;S3j
1AS ) �

P
S2N

(
P
j2S

cj) � 1AS �
P
S2N

cS1AS ,

¨ ¥±«¨ ± ¬ ¿ ¯¥°¢ ¿ ±³¬¬  ²®¦¤¥±²¢¥­­® ­³«¥¢ ¿, ²® cS = 0 ¤«¿ ª ¦¤®£® ² ª®£® S 2 N ,

·²® AS 6= ; . �® ²®£¤ 
nP
j=1

cj ��Aj =
nP
j=1

cj(
P

S2N;S3j
�AS) =

P
S2N

(
P
j2S

cj) ��A
S =

P
S2N

cS�A
S = 0,

² ª ª ª ¥±«¨ AS ­¥¯³±²®, ²® cS = 0,   ¥±«¨ AS ¯³±²®, ²® �AS = 0.
� ª¨¬ ®¡° §®¬, I� «¨­¥©­® ­  ¨­¤¨ª ²®° µ ¨ ¯®²®¬³ ( «£¥¡° ¨·¥±ª¨© ´ ª²) ¤® «¨-

­¥©­®£® ´³­ª¶¨®­ «  J� ­  ¨µ «¨­¥©­®© ®¡®«®·ª¥ ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ®¤­®§­ ·­® ¯® ´®°¬³«¥

J�(
nP
j=1

cj1Aj ) =
P
cj�(Aj), ³¤®¡­®© ¤«¿ ¢»° ¦¥­¨¿ ¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ «¨­¥©­®±²¨ ´³­ª¶¨-

®­ «  J� , ¨«¨ ¯® ´®°¬³«¥ J�(f) =
P

c2f(
)

c � �(f�1(fcg) , ¡®«¥¥ ³¤®¡­®© ¨§-§  ¥¥ ­¥§ ¢¨-

±¨¬®±²¨ ®² ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ f ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ¨­¤¨ª ²®°®¢. �²®° ¿ ´®°¬³« 
¢»²¥ª ¥² ¨§ ¯¥°¢®©, ¯®±ª®«¼ª³, ®·¥¢¨¤­®, ¤«¿ ¯°®±²®© f : 
 ! R ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®
f =

P
c2f(
)

c � 1f�1(fcg . /

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 25 . �­ ·¥­¨¥ ´³­ª¶¨®­ «  J� , ®¯¨± ­­®£® ¢ ½²®© «¥¬¬¥, ­  ¢±¿ª®© ¯°®±²®©
´³­ª¶¨¨ f ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ �(f) ¨«¨

R
f� (¯°¨ ½²®¬ �(1A) = �A ) ¨ ­ §»¢ ²¼ ¨­²¥£° «®¬

®² ´³­ª¶¨¨ f ¯® ¬¥°¥ �. � ±²® ² ª®© ¨­²¥£° « ®¡®§­ · ¾², ¢¢®¤¿ ¢­³²°¥­­¾¾ ¯¥°¥¬¥­-
­³¾ | ±ª ¦¥¬, x | ±¨¬¢®«®¬

R
f(x) �(dx) ¨«¨

R
f(x) d�(x) . �§ ½²¨µ ¤¢³µ ¢ °¨ ­²®¢ ¬»

¯°¥¤¯®·²¥¬ ¯¥°¢»©, ² ª ª ª ®­ ®²¢¥· ¥² °¥ «¼­®¬³ ±¯®±®¡³ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¨­²¥£° «  ®² ¯°®-
±²®© ´³­ª¶¨¨, ¯°¨ ª®²®°®¬ ±³¬¬¨°³¾²±¿ (  ¢¢¥¤¥­­»© �¥©¡­¨¶¥¬ ±¨¬¢®«

R
¤«¿ ¨­²¥£° « 

| ½²® ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ­­ ¿ ¡³ª¢  S, ±®ª° ¹ ¾¹ ¿ ±«®¢® \±³¬¬ ") ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¬¥° \¬­®-
¦¥±²¢ ³°®¢­¿" ´³­ª¶¨¨ ­  §­ ·¥­¨¿ ´³­ª¶¨¨ (¯®±²®¿­­»¥ ­  ª ¦¤®¬ ² ª®¬ ¬­®¦¥±²¢¥),
  ¢® ¢²®°®¬ ¢ °¨ ­²¥ § ¯¨±¼ ­¥ ±®¢±¥¬ ¯° ¢®¬¥°­® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®¡®§­ ·¥­¨¥¬ ¨­²¥£° « 
�²¨«¼²¼¥± .

� ¬¥· ­¨¥ 38 . �±«¨ ¯°¨ ½²®¬ � ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ , ²® ¨§ f 6 g (| ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥) ±«¥¤³¥²
�(f) 6 �(g) ; j�(f)j 6 �(jf j) ;   ¥±«¨ ª ²®¬³ ¦¥ � ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ , ²® ¨§ (¯®²®·¥·­®©)
¬®­®²®­­®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯°®±²»µ fn > 0 ª ­³«¾ ¢»²¥ª ¥², ·²® �(fn) ! 0 .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �«¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¬¥°» � ¨­²¥£° « J� (f) ®² ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®©
´³­ª¶¨¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¥­ | ½²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¨­¢ °¨ ­²­®© ´®°¬³«» ¤«¿ J� (f). �®½²®¬³
¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ «¥¬¬» ±«¥¤³¥² ¨§ «¨­¥©­®±²¨ ¨­²¥£° « :

R
g��

R
f� = J�(g� f) > 0 .

� «¥¥, ¤«¿ A-¯°®±²®© ´³­ª¶¨¨ f ¢»¯®«­¥­» ¢ª«¾·¥­¨¿ ff < 0g 2 A ¨ ff > 0g 2
A , ®²ª³¤  ´³­ª¶¨¨ f+ = f � 1ff<0g ¨ f+ = �f � 1ff<0g ² ª¦¥ A-¯°®±²» ¨ ¯°¨ ½²®¬
­¥®²°¨¶ ²¥«¼­», ¯°¨·¥¬ f = f+ � f� ¨ jf j = f+ + f� ; ²¥¯¥°¼ ¯°¨¬¥­¨¬ «¨­¥©­®±²¼
¨­²¥£° « : j�(f)j = j�(f+ � f�)j = j�(f+) � �(f�)j 6= j�(f+)j + j�(f�)j = �(f+) + �(f�) =
�(f+ + f�) = �(jf j)

�°®¢¥°¨¬ ¯®±«¥¤­¥¥: ¥±«¨ �(ff1 > 0g) = 0, ²® ¤®ª §»¢ ²¼ ­¥·¥£®; ¯³±²¼ �(ff1 > 0g) > 0,
²®£¤ , ¥±«¨ " > 0, ²®
�(fn) = �(fn � 1ffn<"g) + �(fn � 1ffn>"g) 6
6 " � �(ff1 > 0g) + �ffn > "g �max(f1) < 2" � �(ff1 > 0g)
­ ·¨­ ¿ ± ­¥ª®²®°®£® n, ² ª ª ª �ffn > "g 6 �f sup

m>n
fm > "g ! 0 ¯°¨ n!1 ¢ ±¨«³ ±·¥²­®©

 ¤¤¨²¨¢­®±²¨ . /
�®ª ¦¨²¥, ·²® ¯®±«¥¤­¥¥ § ª«¾·¥­¨¥ �¥¬¬» ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿ (¤«¿ ­¥ª®²®°®© ¯®±«¥¤®¢ -
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²¥«¼­®±²¨) ¢±¿ª¨© ° §, ª®£¤  � ­¥ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ .
� «¥¥ ¬¥°» ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ª®­¥·­»¬¨, ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ¨

±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»¬¨; ¯®±ª®«¼ª³ ² ª¨¥ ¬¥°» ®¤­®§­ ·­® ¯°®¤®«¦ -
¾²±¿ ¤® ª®­¥·­»µ, ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¨ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»µ ¬¥° ­  �-
ª®«¼¶¥ (¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢), ¯°¨·¥¬ ² ª®¬, ·²® ¢® ¢±¿ª®¬ ¬­®¦¥-
±²¢¥, ¨¬¥¾¹¥¬ ­³«¥¢³¾ ¬¥°³, ¢±¿ª®¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢® (· ±²¼) ²®¦¥ ¯°¨-
­ ¤«¥¦¨² ª®«¼¶³ (¨ ²®¦¥ ¨¬¥¥² ­³«¥¢³¾ ¬¥°³), ±° §³ ±·¨² ¥¬, ·²®
®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢±¿ª®© ¬¥°» | �-ª®«¼¶®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¢±¥ ¯®¤-
¬­®¦¥±²¢  ¬­®¦¥±²¢ ¬¥°» ­³«¼ (² ª ¿ ¬¥°  ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«­®©,   �-
ª®«¼¶® ¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«­®© ®²­®±¨²¥«¼­® ½²®© ¬¥°»).

�¥¬¬  9 . �±«¨ � | ¬¥°  ¨ ¯°®±²»¥ fn > 0 ¢®§° ±² ¾² ª ¯°®±²®© g , ²® ¨ §­ ·¥­¨¿ �(fn)
¢®§° ±² ¾², ±²°¥¬¿±¼ ª �(g) . � ª ±«¥¤±²¢¨¥, ¥±«¨ [¯°®±²»¥ fn > 0 ¢®§° ±² ¾², ª ª ¨
¯°®±²»¥ gn > 0, ¯°¨·¥¬ (­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ª®­¥·­»©) supn fn = supn gn ], ²® (­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­®
ª®­¥·­»©) limn �(fn) = limn �(gn) .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �²®¡» ¤®ª § ²¼ ¯¥°¢®¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ «¥¬¬», ¤®±² ²®·­® ¯°¨¬¥­¨²¼
¯°¥¤»¤³¹³¾ «¥¬¬³ ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ g � fn . �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¢²®°®£® ¯°¥¤«®¦¥-
­¨¿ «¥¬¬» ¯°¨¬¥­¨¬ ¯¥°¢®¥: ²®£¤  8m
limn �(fn) > limn �(min(fn; gm)) = �(gm) ,
¯®½²®¬³ limn �(fn) > limm �(gm) ,   § ²¥¬, ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨¨ ° ±±³¦¤¥­¨¿, > ¬®¦­® § ¬¥-
­¨²¼ ­  =. /

� ¬¥· ­¨¥ 39 . � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨«®¦¥­¨¿ ²®«¼ª® ·²® ¤®ª § ­­®© «¥¬¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®-
¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ª®­¥·­»µ ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­»µ ¬¥°, § ¤ ­­»µ ­  ¯®«³ «£¥¡° µ,
| ±­®¢  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥° .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ P ¨ Q | ¯®«³ «£¥¡°», � : P ! [0;1) ¨ � : Q ! [0;1) |
±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­»¥ ¬¥°», P ¨ Q | �- «£¥¡°» ¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ®²­®±¨²¥«¼­® � ¨ �
±®®²¢¥²±²¢¥­­®, � ¨ � | ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¬¥° � ¨ � ­  ¨µ �- «£¥¡°» P ¨ Q ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.
�³±²¼ S = P�Q ¨ � = ��� : S ! [0;1) | ¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯°®¤®«¦¥­­»µ ¬¥°. �³¤¥¬
¤®ª §»¢ ²¼ ±·¥²­³¾  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ � ­  S. � ¤ ¤¨¬±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ \¯°¿¬®³£®«¼-

­¨ª®¢" Aj �Bj = Rj 2 S (j=1,2,...) ° §¡¨¢ ¾¹¨µ ¯°¿¬®³£®«¼­¨ª A�B = R =
1
t
j=1

Rj 2 S .

�³¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® cn =
nP
j=1

�(Rj) ! �(R) . �¥§ ®£° ­¨·¥­¨¿ ®¡¹­®±²¨ ¬» ¬®¦¥¬ ¨

¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® A ¨ B | ¥¤¨­¨¶» ¢ P ¨ Q ±®®²¢¥²±²¢¥­­® (²®£¤  ¨ ¢ P ¨ Q, ±®®²¢¥²-
±²¢¥­­®, ²®¦¥).

�°¥¤±² ¢¨¬ �(R) = �(A)�(B) ¢ ¢¨¤¥
R
f0 � , £¤¥ f0 : A ! f�(B)g | ¯®±²®¿­­ ¿ ´³­ª-

¶¨¿, ¨ ¯®¤¡¥°¥¬ ² ª¨¥ ¢®§° ±² ¾¹¨¥ ª ­¥© P-¯°®±²»¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ´³­ª¶¨¨ fn , ·²®R
fn � = cn , ½²¨¬ ° ¢¥­±²¢® cn ! �(R),   ± ­¨¬ ¨ ±·¥²­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¬¥°» �, ¡³¤³²

¯°®¢¥°¥­» (§¤¥±¼ ¨±¯®«¼§³¥¬ ±·¥²­³¾  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ �).

�¢¥¤�¥¬ ¬­®¦¥±²¢  Tn =
n
t
j=1

Rj, ª®²®°»¥ ¢ ±¢®¥¬ (¢®§° ±² ¾¹¥¬) ®¡º¥¤¨­¥­¨¨ ¤ ¾²

R =
1
[
n=1

Tn ; �®«®¦¨¬ 8x 2 A fn(x) =
P

j6n;Aj3x
�(Bj) (¿±­®, ·²®, ¤«¿ ª ¦¤®£® x 2 A,

± °®±²®¬ n §­ ·¥­¨¿ fn(x) ­¥ ³¡»¢ ¾²) ¨ ¯°®¢¥°¨¬, ·²® 8x 2 A fn(x) ! f0(x) ¨ ·²®R
fn � = cn . �°®¢¥°ª  ±µ®¤¨¬®±²¨ ¯®·²¨ ®·¥¢¨¤­ :

limn fn(x) = sup
n
fn(x) =

P
j2N;Aj3x

�(Bj) = (§¤¥±¼ ¨±¯®«¼§³¥¬ ±·¥²­³¾  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ �)

37



= �( t
j2N;Aj3x

Bj) =
R

1 t
j2N;Aj3x

Bj
(y)�(dy) =

R
(

P
j2N;Aj3x

1Aj(x)1Bj
(y)�(dy) =R

(
P
j2N

1Aj(x)1Bj
(y))�(dy) =

R
(
P
j2N

1Aj�Bj
)(x; y)�(dy) =

R
1A�B(x; y)�(dy) =

R
1B(y)�(dy) =

�(B) = f0(x).
� «¥¥, ¤«¿ ¯°®¢¥°ª¨ ° ¢¥­±²¢ 

R
fn � = cn . ª ª ¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ª®­¥·­®©  ¤¤¨-

²¨¢­®±²¨ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¬¥°, ¯®« £ ¥¬ N = fS : S � f1; 2; :::; ngg ; ¤«¿ ª ¦¤®£® S 2 N
®¡®§­ ·¨¬ AS = \

j=1
ASj , £¤¥ ASj = Aj ¯°¨ j 2 S, ¨ ASj = A n Aj ¯°¨ j =2 S �®£¤  ±¯° ¢¥¤-

«¨¢» ° ¢¥­±²¢ :
8j 2 f1; 2; :::; ng Aj = t

S2N;S3j
AS ,

fn =
P
S2N

 
1AS �

P
j6n;j2S

�(Bj)

!
,

R
fn � =

P
S2N

 
�(AS) �

P
j6n;j2S

�(Bj)

!
=

=
nP
j=1

P
S2N ;S3j

�(AS) � �(Bj) =
nP
j=1

�(Aj) � �(Bj) = ±j .

/

� «¥¥ ²°®©ª  [
;A; �i ² ª®¢ , ·²® A | �- «£¥¡°  ± ¥¤¨­¨¶¥© 
 =
[A , � | ¯®«­ ¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ·¨±«®¢ ¿ (¢ · ±²­®±²¨, ®£° ­¨·¥­-
­ ¿) ¬¥°  ­  A .

� ¬¥· ­¨¥ 40 {�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �«¿ ª ¦¤®© A-¨§¬¥°¨¬®© ¨ ¨¬¥¾¹¥© ®£° ­¨·¥­³¾ ±­¨§³
¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ ´³­ª¶¨¨ g ­ ©¤¥²±¿ ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ¨ ¯.¢. ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ª g ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼
A-¯°®±²»µ fn , ¯°¨·¥¬ (ª®­¥·­»© ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­»©) sup

n
�(fn) = limn �(fn) ­¥ § ¢¨±¨² ®²

¢»¡®°  ² ª®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ffng.
�²®² ®¡¹¨© ¯°¥¤¥« ®¡®§­ · ¥²±¿, ª ª ¨ ¢»¸¥, �(g) ¨«¨

R
g� (¤«¿ ¯°®±²®© f ½²® ±®£« -

±³¥²±¿ ± ¨±µ®¤­»¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ �(f) ), ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ¨­²¥£° «®¬ �¥¡¥£  ®² g .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �±«¨ ± ¬  g ®£° ­¨·¥­  ±­¨§³, ²® ­ ©¤¥²±¿ ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ffng ! g ;
­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ �(g) ®² ² ª®£® ¢»¡®°  ffng ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬». �±«¨ ²¥¯¥°¼
ª ¦¤³¾ fn ¯®-±¢®¥¬³ ¨§¬¥­¨²¼ ­  ¬¥°¥ ­³«¼, ¨­²¥£° «» ¢¨¤  �(fn) ­¥ ¨§¬¥­¿²±¿. �³±²¼
²¥¯¥°¼ g «¾¡ ¿ A-¨§¬¥°¨¬ ¿ ¨ ¨¬¥¾¹ ¿ ®£° ­¨·¥­³¾ ±­¨§³ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ ´³­ª¶¨¿, ffng
¨ fgng | ¤¢¥ ­¥³¡»¢ ¾¹¨¥ ¨ ¯.¢. ±µ®¤¿¹¨¥±¿ ª g ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ A-¯°®±²»µ ´³­ª¶¨©.
�®£¤  ¯®¤µ®¤¿¹¨¥ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ ½«¥¬¥­²®¢ ½²¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±µ®¤¿²±¿ (­¥³¡»¢ ¿)
ª ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ´³­ª¶¨¨ (ª ­¥ª®²®°®© ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ g), ¨ ¯®²®¬³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨
¨µ ¨­²¥£° «®¢ ±µ®¤¿²±¿ ª ®¤­®¬³ ¨ ²®¬³ ¦¥ ¯°¥¤¥«³. /

� ¬¥· ­¨¥ 41 . �¡° ²­®, ¥±«¨ fn A-¯°®±²» ¨ ¯.¢. ±µ®¤¿²±¿, ­¥³¡»¢ ¿, (¯°¨ n ! 1) ª ­¥-
ª®²®°®© ´³­ª¶¨¨ g , ²® g ¨§¬¥°¨¬  ¨ ®£° ­¨·¥­  ±­¨§³. � «¥¥, ¨­²¥£° « ¯°¨­¨¬ ¥² ®¤­®
¨ ²® ¦¥ §­ ·¥­¨¥ ­  ¢±¥µ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¿µ ´³­ª¶¨¨. �­²¥£° « ­¥®²°¨¶ ²¥«¥­ ­  ­¥®²°¨¶ -
²¥«¼­»µ ´³­ª¶¨¿µ.

�¥¬¬  10 . � ³±«®¢¨¿µ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, ²¥ ¨§ ² ª¨µ (A-¨§¬¥°¨¬»µ ¨ ¨¬¥¾¹¨µ
®£° ­¨·¥­³¾ ±­¨§³ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾) ´³­ª¶¨© g, ¤«¿ ª®²®°»µ �(g) < 1, ®¡° §³¾² ª®­³± ¢
¢¥¹¥±²¢¥­­®¬ ¢¥ª²®°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ A-¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©, ².¥. ®¡° §³¾² ¬®­®¨¤ (¯®-
«³£°³¯¯³ ± ­³«¥¬) ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®²®·¥·­®£® ±«®¦¥­¨¿, ³±²®©·¨¢»© ®²­®±¨²¥«¼­® ³¬­®-
¦¥­¨¿ ­  ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ª®­±² ­²». �±«¨ ´³­ª¶¨¨ f ¨ h ¨§ ½²®£® ª®­³± , ²® ¨§¬¥°¨¬ ¿
g, ² ª ¿ ·²® f 6 g 6 h, ²®¦¥ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ½²®¬³ ª®­³±³.
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯¥°¢®£® ¯°¥¤«®¦¥­¨¿ ¨±¯®«¼§³¥¬ «¨­¥©­®±²¼ ¨­-
²¥£° «  ®² ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨© ¨ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¯°¥¤¥«³ ±³¬¬» ¨­²¥£° «®¢ ¨ ª ¯°¥¤¥«³ ª° ²­®©
¢¥«¨·¨­». �²®°®¥ ®·¥¢¨¤­®. /

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 26 . �²®² ª®­³± ®¡®§­ ·¨¬ L+
1 ; ¯®¤¬­®¦¥±²¢® ¢ ­¥¬, ®¡° §®¢ ­­®¥ ®£° ­¨-

·¥­­»¬¨ ´³­ª¶¨¿¬¨, ®¡®§­ ·¨¬ L0
1 .

�¥®°¥¬  9 . �  L+
1 ¨­²¥£° « «¨­¥¥­ (¢ ²®¬ ±¬»±«¥, ·²® ¥±«¨ f; g; h 2 L0

1 , � 2 R¨ h = f+�g,

²® �(h) = �(f) + ��(g) ; ¨ ¥±«¨ gj 2 L+
1 , �j 2 R (j = 1; 2; :::; n) ¨ h =

nP
j=1

�jgj 2 L+
1 , ²®

�h =
nP
j=1

�j�(gj) ); �  «¨­¥©­³¾ ®¡®«®·ª³ ª®­³±  L+
1 (±®¢¯ ¤ ¾¹³¾ ± ¬­®¦¥±²¢®¬ ¢±¥µ

° §­®±²¥© L1 = ff � g; f; g 2 L+
1 g) ¨­²¥£° « ®¤­®§­ ·­® ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ± ±®µ° ­¥­¨¥¬

±¢®©±²¢  «¨­¥©­®±²¨, ¯°¨ ½²®¬ ¨­²¥£° « ®² ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¥­ ¨
¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® j�(f)j 6 �(jf j).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¨­¥©­®±²¼ ¨­²¥£° «  ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ L0
1 ¨§¬¥°¨¬»µ ¨ ¨¬¥¾¹¨µ ¤¢³-

±²®°®­­¥ ®£° ­¨·¥­­³¾ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾ ´³­ª¶¨© ®·¥¢¨¤­ ,  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿
®¤­®°®¤­®±²¼ ­  L+

1 ²®¦¥ (½²¨ ±¢®©±²¢  ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ¯¥°¥µ®¤®¬ ª ¯°¥¤¥«³ ¢ «¨­¥©­»µ
ª®¬¡¨­ ¶¨¿µ ¨­²¥£° «®¢ ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨©,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ ½«¥¬¥­²» ¨§ L+

1 ); ¤ -
«¥¥, ¥±«¨ g(2 L+

1 ) ®£° ­¨·¥­  ¨«¨ � > 0, ²® �(h) = �(f) + ��(g) ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®, ·²®
�g = j�j � (sgn� � g), £¤¥ (sgn� � g) 2 L+

1 ¢ ±¨«³  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ®¤­®°®¤­®±²¨
¨­²¥£° «  ­  L+

1 . �±«¨ ¦¥ � < 0, ²® g ¢±¥-² ª¨ ®¡¿§ ­  ¨¬¥²¼ ®£° ­¨·¥­­³¾ ¬®¤¨´¨ª -

¶¨¾, ¨ ¢®¯°®± ±¢®¤¨²±¿ ª ° ±±¬®²°¥­­®¬³ ±«³· ¾. �«¿ ±«³· ¿ h =
nP
j=1

�jgj 2 L
+
1 , ­³¦­® ¢

±³¬¬¥ ±®¡° ²¼ ®²¤¥«¼­® ² ª¨¥ ±« £ ¥¬»¥, £¤¥ ®£° ­¨·¥­­» gj ¨«¨ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­» �j |
½²  ¯®¤±³¬¬  2 L+

1 ; ²®£¤  ®±² «¼­»¥ ±« £ ¥¬»¥ ¤®«¦­» ¨¬¥²¼ ®£° ­¨·¥­­»¥ ¬®¤¨´¨ª -
¶¨¨, ¨ ±­®¢  ¢®¯°®± ±¢¥«±¿ ª ¯°¥¤»¤³¹¥¬³.

�¥¯¥°¼ ¨­²¥£° « ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ®¤­®§­ ·­® ¯® «¨­¥©­®±²¨ ­  L1 |  «£¥¡° ¨·¥±ª¨©
´ ª².

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ±¢®©±²¢ ± ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®±²¼¾ ¨ ¬®¤³«¥¬, ¤«¿ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ´³­ª-
¶¨© f ¯®«®¦¨¬ f+ � f � 1ff>0g (> 0), f� � �f � 1ff<0g (> 0).

�±«¨ h = f � g, f; g 2 L+
1 , ²® 0 6 h+ 6 f+ + g� ¨ 0 6 h� 6 f� + g+ ; ¯®½²®¬³

h+ 2 L+
1 3 h�; ² ª ·²® ¥±«¨ h > 0, ²® h = h+ 2 L+

1 ,   ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®±²¼ ¨­²¥£° «  ¤«¿
L+
1 ¤®ª § ­ .

� ª®­¥¶, ¥±«¨ h = f � g, f; g 2 L+
1 , ²® 0 6 h+ 6 f+ + g� ¨ 0 6 h� 6 f� + g+ , ¯®½²®¬³

j�(h)j = j�(h+ � h�)j = j�(h+)� �(h�)j 6 �(h+) + �(h�) = �(h+ + h�) = �(jhj)
(¢ · ±²­®±²¨, ½²¨¬ ¤®ª § ­®, ·²® jhj 2 L+

1 ). /

�¥¬¬  11 . L1 ±®¢¯ ¤ ¥² ± «¨­¥©­»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ¢±¥µ ² ª¨µ A-¨§¬¥°¨¬»µ h , ·²®
jhj 2 L+

1 .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¥±«¨ jhj 2 L+
1 ¤«¿ ¨§¬¥°¨¬®© h, ²® 0 6 h+ 6 jhj ¨

0 6 h� 6 jhj, ²® ¥±²¼ h� 2 L
+
1 ¨ ¯®½²®¬³ h = h+�h� 2 L1 . �¡° ²­®¥ ¤®ª § ­® ·³²¼ ¢»¸¥.

/
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� ¬¥· ­¨¥ 42 .� «¥¥ ¯®¤ ½«¥¬¥­²®¬ L1 ¡³¤¥¬ ¯®­¨¬ ²¼ ² ª¦¥ ¨ ¢±¿-
ª³¾ ² ª³¾ ´³­ª¶¨¾ f , ª®²®° ¿ ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ­¥ª®²®°®¬ ¬­®¦¥±²¢¥

f � 
 ² ª®¬, ·²® �(
 n 
f ) = 0 , ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ ¢ ° ±¸¨°¥­-
­®© ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®© [�1;+1], ¨ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ­¥ª®²®°®©
ª®­¥·­®© ´³­ª¶¨¥© g ¨§ L1 . �­²¥£° «®¬ �(f) ¡³¤¥² ±·¨² ²¼±¿ ·¨-
±«® �(g) . �±­®, ·²® ² ª®© ­®¢»© ¨­²¥£° « ­  ­®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ L1

±­®¢  «¨­¥¥­, ¯°¨ ½²®¬ ¨­²¥£° « ®² ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ ­¥®-
²°¨¶ ²¥«¥­ ¨ ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® j�(f)j 6 �(jf j).

�±«¨ ­³¦­® ¿¢­® ³ª § ²¼ ¬¥°³ � (¨«¨ ¯°®±²° ­±²¢® ± ¬¥°®© |
[
;A; �i ), ¢¬¥±²® L1 ¯¨¸³² L1(�) (¨«¨ L1([
;A; �i)).

�¥¬¬  12 (�¥° ¢¥­±²¢® �¥¡»¸¥¢ ) . �±«¨ f 2 L1(�) ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­  ¨ N > 0, ²® �ff >
Ng 6 (1=N)�(f) .

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �ff > Ng = �(1ff>Ng) = (1=N)�(N � 1ff>Ng) 6 (1=N)�(f) . /

�«¥¤±²¢¨¥ ½²®£® ­¥° ¢¥­±²¢ : �±«¨ f > 0, f 2 L1 ¨ �(f) = 0, ²® f ° ¢­  ­³«¾ ¯®·²¨

¢±¾¤³. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ff > 0g =
1
[
n=1

ff > 1
ng ¢«¥·¥² 0 6 �ff 6= 0g = �ff > 0g 6

1P
n=1

n � �ff > 1
ng =

P
n

0 = 0 .

5.2 �°¥¤¥«¼­»© ¯¥°¥µ®¤ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­²¥£° «  �¥¡¥£ 

� ¬¥· ­¨¥ 43 . �«¿ ´³­ª¶¨© f , ¯°¨­¨¬ ¾¹¨µ §­ ·¥­¨¿ ¢ ° ±¸¨°¥­­®© ·¨±«®¢®© ¯°¿¬®©,
[�1;+1], ¯°¥¦­¨¬¨ ±®®²­®¸¥­¨¿¬¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ f+ ¨ f� . � ª ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ f ¯°¨­ ¤«¥¦¨²
ª L1(�) ®¯¿²¼ ¦¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤  ª®£¤  ¥¥ ¬®¤³«¼ ¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª L1(�) . � ¯®¬­¨¬,
·²® ¥±«¨ ´³­ª¶¨¿ f A-¨§¬¥°¨¬ , ²® ±³¹¥±²¢³¾² ª®­¥·­»¥ ¨«¨ ¡¥±ª®­¥·­»¥ ¨­²¥£° «
�(f+); �(f�) ; ¬» ° ±¸¨°¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨­²¥£° «  �¥¡¥£ , ¯®«®¦¨¢ �(f) = ��(f�)+�(f+),
¤®¯³±ª ¿ §­ ·¥­¨¥ +1 ¨«¨ �1 ¤«¿ ¨­²¥£° «  ®² §­ ª®¯¥°¥¬¥­­»µ ´³­ª¶¨©. �¤­ ª®, ² ª
° ±¸¨°¨¢ ¯®­¿²¨¥ ¨­²¥£° « , ¬» ­¥ ° ±¸¨°¿¥¬ ¤ «¥¥ ¯°®±²° ­±²¢® L1; ®­®, ­ ¯®¬­¨¬,
±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ² ª¨µ ´³­ª¶¨©, ¤«¿ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ ­¥ª®²®° ¿ ¥¥ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¿ ¯°¥¤-
±² ¢«¿¥²±¿ ° §­®±²¼¾ ¤¢³µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨© ¨§ ª®­³±  L+

1 .
�²¬¥²¨¬ ¯®¯³²­®, ·²® ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¨¬¥¥² ° ±¸¨°¥­­»© ¨­²¥£° « �¥¡¥£  ¯®

¬¥°¥ �, ¥±«¨ ¨ ²®«¼ª® ¥±«¨ ®­  ¬ ¦®°¨°³¥²±¿ ­¥ª®²®°®© ´³­ª¶¨¥© ª« ±±  L1(�) .

�¥®°¥¬  10 (�¥¯¯® �¥¢¨) . �³±²¼ g 2  L1(�) ¨ g 6 f1 6 f2 6 : : : | ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ (�-
¯.¢.) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©, ¨ f(!) = lim fn(!): �®£¤  lim

R
fnd� =R

(lim fn)d�

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . � ¬¥­¿¿, ¥±«¨ g 6= 0, ´³­ª¶¨¨ fn ´³­ª¶¨¿¬¨ fn � g, ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®-
¦¨²¼, ·²® ³¦¥ ± ¬¨ ´³­ª¶¨¨ fn ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­».

�³±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®£® j 2 N gjk | ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¯°®±²»µ ´³­ª-
¶¨©, ±µ®¤¿¹ ¿±¿ (­¥³¡»¢ ¿) ª fj , gjk % fj . �³±²¼ ¥¹�¥ ¤«¿ ª ¦¤®£® j 2 N gk = max

j6k
gjk:

�®£¤  (gjk) | ­¥³¡»¢ ¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨©,
¯°¨·�¥¬, ¥±«¨ j 6 k

(1) gjk 6 gk 6 fk (� � ¯:¢:)
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�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, 8j 2 N lim
k
gjk = fj 6 lim gk 6 lim fk = f � � ¯:¢: � ª ª ª fj % f , ²®

lim gk = f �-¯.¢.
� «¥¥, ¨§ (1) ±«¥¤³¥², ·²®

(2)

Z


gk 6

Z


fk 6

Z


f:

�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¨­²¥£° « 
R



gk %
R
f (² ª ª ª gk % f ¨ ¢±¥ gk | ¯°®±²»¥ ´³­ª¶¨¨);

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨§ (2) ±«¥¤³¥², ·²®

lim

Z


fk =

Z


f:

/

�«¥¤±²¢¨¥. �±«¨, ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ²¥®°¥¬» �. �¥¢¨, ±³¹¥±²¢³¥² ª®­±² ­²  C > 0
² ª ¿, ·²®

R



fk < C 8k 2 N, ²® ¨
R



f 6 C; ½²® §­ ·¨², ·²® f 2  L1(
;A; �) (¢ · ±²­®±²¨, f

ª®­¥·­  � - ¯®·²¨ ¢±¾¤³.)

�¥®°¥¬  11 (� ²³-�¥¡¥£ ) . �±«¨ g 2  L1(�); fn > g � � ¯:¢: (n = 1; 2; : : :), ²®Z



(lim inf fn)d� 6 lim inf

Z


fnd�;

¥±«¨ fn 6 g �-¯.¢., ²® Z



(lim inf fn)d� > lim inf

Z


fnd�:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ fn > g ¨ �fk = inf
n>k

fn: �®£¤  g 6 �f1 6 �f2 6 : : : ¨ �fn %

lim inf fk ��¯.¢. �® ²¥®°¥¬¥ �¥¯¯® �¥¢¨Z



lim �fn =

Z



lim inf fn = lim

Z



�fk:

�®
R



�fk 6
R



fk; ² ª¨¬ ®¡° §®¬,

Z



lim inf fn 6

Z


fk 8kN

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, Z



lim inf fn 6 lim inf

Z


fn:

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ fn 6 g �-¯.¢. �®«®¦¨¬ f1n = �fn (n 2 N), ²®£¤  f1n > �g g 2  L1(�), ²® ¥±²¼
¤«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¢»¯®«­¥­» ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ¯¥°¢®© · ±²¨ ²¥®°¥¬». �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,Z



(lim inf f1n)d� 6 lim inf

Z


f1nd�:

� ª ª ª lim inf f1n = lim inf(�fn) = � lim sup fn ¨ lim inf
R



(f1n)d� = lim inf
R



(�fn) =

� lim sup
R



fn; ¯®±«¥¤­¥¥ ­¥°®¢ ¥­±²¢® ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ² ª:

�

Z



(lim sup fn)d� 6 � lim sup

Z


fnd�; ²®¥±²¼
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Z



lim sup fnd� >

Z


fnd�;

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼. /

�«¥¤±²¢¨¥ 1. (�¥®°¥¬  �¥¡¥£  ® ¬ ¦®°¨°®¢ ­­®© ±µ®¤¨¬®±²¨.) �±«¨ g 2  L1(�) ¨ 8n fn
| ² ª ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿, ·²® jfnj 6 g �-¯.¢., ¯°¨·�¥¬ fn ! f , ²® f 2  L1(�) ¨Z



fn !

Z


f:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . f 2  L1(�), ² ª ª ª jf j 6 g: �§ ±µ®¤¨¬®±²¨ (fn) ª f ±«¥¤³¥², ·²®
lim sup fn = f = lim inf fn, ¯®½²®¬³Z



f =

Z



lim sup fn > lim sup

Z


fn > liminf

Z


fn >

Z



lim inf fn >

Z


f

§­ ·¨², lim sup
R



fn = lim inf
R



fn =
R



f , ·²®, ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ®§­ · ¥², ·²®

Z


fn !

Z
!
f:

/

�«¥¤±²¢¨¥ 2 (�¥¬¬  � ²³.) �±«¨ fn > ¯.¢., ¯°¨·�¥¬ 9C > 0 ² ª ¿, ·²®
R



fnd� 6 C 8n ¨

fn ! f , ²®
R



f 6 C (²® ¥±²¼, ¢ · ±²­®±²¨, f 2  L1(�):)

�® ²¥®°¥¬¥ �¥¡¥£ -� ²³Z


f =

Z



lim inf fn 6 lim inf

Z


fn 6 C:

�°¨¬¥° 1. �³±²¼ fn : [0; 1] ! R1; fn(t) = n, ¥±«¨ t 2 (0; 1n ] ¨ fn(t) = 0; ¥±«¨ t 62 (0; 1n ]:
�®£¤  fn(t) ! 0 ¢±¾¤³, ­® Z

[0;1]
fn(t)dt! 1 6=

Z
[0;1]

0dt:

�°¨¬¥° 2. �³±²¼ fn : [0; 1]! R1; fn(t) = 1; ¥±«¨ t 62 (0; 1n ]; fn(t) = �(n�1), ¥±«¨ t 2 (0; 1n ]:
�®£¤ 

R
[0;1]

fndt = 0 8n, ­®
R

[0;1]

lim fndt =
R

[0;1]

1dt = 1; ² ª ·²® ²°¥¡®¢ ­¨¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®±²¨

fn ±³¹¥±²¢¥­­®.
� ¤ · . �®ª § ²¼, ·²® § ª«¾·¥­¨¥ ²¥®°¥¬» �¥¡¥£  ®±² �¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬, ¥±«¨ ¢ ¥�¥

³±«®¢¨¨ § ¬¥­¨²¼ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ­  ±µ®¤¨¬®±²¼ ¯® ¬¥°¥.

5.3 �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¨­²¥£° « ¬¨ �¥¡¥£  ¨ �¨¬ ­  ­  ®²°¥§ª¥

�±«¨ ´³­ª¶¨¿ ¨­²¥£°¨°³¥¬  ¯® �¨¬ ­³, ²® ®­ , ª ª ¨§¢¥±²­®, ®£° ­¨·¥­ ; ¤ «¥¥, ¯°¨ ° ¢-
­®¬¥°­»µ ° §¡¨¥­¨¿µ ®²°¥§ª  [a; b] ­  2n · ±²¥© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢¥°µ­¨¥ ¨ ­¨¦­¨¥ ±³¬¬»
� °¡³ | ¨­²¥£° «» ®² ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨© | ¬®­®²®­­® ±µ®¤¿²±¿ ª ®¡¹¥¬³ ¯°¥¤¥«³,   ± ¬¨
½²¨ ¯°®±²»¥ ´³­ª¶¨¨ ±µ®¤¿²±¿ ¯.¢. ª ¨±µ®¤­®©, ª®²®° ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¨­²¥£°¨°³¥¬  ¯®
�¥¡¥£³, ¨ ¥¥ ¨­²¥£° « �¥¡¥£  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨­²¥£° «®¬ �¨¬ ­ .
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5.4 �°®±²° ­±²¢  ¨­²¥£°¨°³¥¬»µ ´³­ª¶¨©

�³±²¼ (
;A; �) | ¯°®±²° ­±²¢® ± ª®­¥·­®© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°®©
( � : A ! [0;1) ), ®²­®±¨²¥«¼­® ª®²®°®© �- «£¥¡°  A ¯®«­ . �¥°¥§ L0(A) ®¡®§­ -
·¨¬ (¢¥ª²®°­®¥) ¯°®±²° ­±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨© ­  (
;A), ²® ¥±²¼ ¢±¥µ ¨§¬¥°¨¬»µ
®²®¡° ¦¥­¨© ¨§¬¥°¨¬®£® ¯°®±²° ­±²¢  (
;A) ¢ ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢® (R;B(R)) , ·¥-
°¥§ N(�) | ¢¥ª²®°­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ L0(A) , ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢±¥µ ²¥µ ´³­ª¶¨©, ª®-
²®°»¥ �-¯®·²¨ ¢±¾¤³ ° ¢­» ­³«¾; ·¥°¥§ L0(�) | (´ ª²®°)¯°®±²° ­±²¢® L0(A)=N(�) ;
¤ «¥¥, ®¡®§­ ·¨¢, ¤«¿ f 2 L0(A), kfk1 � inffc > 0 : �fjf j > cg = 0g, ¯®«®¦¨¬
L1(�) = ff 2 L0(A) : kfk1 < 1g (½²® ¯°®±²® ¢±¥ ´³­ª¶¨¨, ¨¬¥¾¹¨¥ ®£° ­¨·¥­­³¾
¨§¬¥°¨¬³¾ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¾), L1(�) := L1(�)=(L1(�) \ N(�)) (  ½²® ¢±¥ ¨µ ª« ±±» ½ª¢¨¢ -
«¥­²­®±²¨). �±­®, ·²® ½²® ¯®±«¥¤­¥¥ | ¡ ­ µ®¢® ¯°±²° ­±²¢® ®²­®±¨²¥«¼­® ´ ª²®°-­®°¬»
k�k1 .

�¥¬¬  13 . �«¿ ª ¦¤®£® ¢¥¹¥±²¢¥­­®£® p > 1 ­ ©¤¥²±¿ ² ª®¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­®¥ cp > 0 , ·²®
8a; b > 0 (a+ b)p 6 cp(a

p + bp)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �³±²¼ ±­ · «  b > 0 . �®£¤  ¨§ ®£° ­¨·¥­­®±²¨ (­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²®©

cp > 1 ) ­  ¯®«³®±¨ [0;1) ´³­ª¶¨¨ x 7! (1+x)p

1+xp (ª®²®° ¿ ­¥¯°¥°»¢­  ­  [0;1) ¨ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥«

¯°¨ x! +1 ) ¢»²¥ª ¥² ­¥° ¢¥­±²¢® (1 + a
b )
p 6 cp(1 + ap

bp ), ®²ª³¤  ±«¥¤³¥² ²°¥¡³¥¬®¥. �®
¯°¨ cp > 1 ²°¥¡³¥¬®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ®·¥¢¨¤­® ¢»¯®«­¥­® ¨ ¯°¨ b = 0 . /
�«¥¤±²¢¨¥: ¯°¨ ª®­¥·­»µ p > 1 ¬­®¦¥±²¢® Lp(�) := ff 2 L0(A) : �(jf jp) < 1g ¿¢«¿¥²±¿
¢¥ª²®°­»¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®¬ ¢ L0(�) ¨ ±®¤¥°¦¨² N(�) ; ² ª ·²® ª®°°¥ª²­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥
Lp(�) := Lp(�)=N(�) .

�¥¬¬  14 (�¥° ¢¥­±²¢® ��¥«¼¤¥° ) . �³±²¼ p; q > 0 ¨ 1
p + 1

q = 1: �±«¨ f 2 Lp; g 2 Lq, ²®

fg 2 L1, ¯°¨·�¥¬
R
jfgj 6

�R
jf jp
� 1
p
�R
jgjq
� 1
q :

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �±«¨ µ®²¿ ¡» ®¤­  ¨§ ´³­ª¶¨© f ¨ g ° ¢­  ­³«¾ ¯®·²¨ ¢±¾¤³, ²® ¦¥
¬®¦­® ±ª § ²¼ ¨ ®¡ ¨µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¨, ¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ «¥¬¬» ¢»¯®«­¥­®. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯®-
½²®¬³, ·²® ®¡¥ ´³­ª¶¨¨ ®²«¨·­» ®² ­³«¿ ­  ¬­®¦¥±²¢ µ ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¬¥°». �®£¤  ±¯° -

¢¥¤«¨¢» ­¥° ¢¥­±²¢ 
R
jf j > 0 ¨

R
jgj > 0. �¢¥¤�¥¬ ®¡®§­ ·¥­¨¥ kfkp =

�R



jf(!)jp�(d!)

�1=p

.

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ ¨§¢¥±²­®¥ ¨§ ª³°±  ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®  ­ «¨§  ­¥° ¢¥­±²¢® jabj 6 ap

p + bq

q

¢ ª ·¥±²¢¥ a ¨ b ±®®²¢¥²±²¢¥­­® f(x)
kfkp

¨ g(x)
kgkq

, ¯®«³·¨¬: jf(x)g(x)j 6 1
p jf(x)jpkfk1�pp kgkq +

1
q jg(x)jqkgk1�qq kfkp 8x 2 
. � ¦¤®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¯° ¢®© · ±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¨­²¥£°¨°³¥¬®© ´³­ª-
¶¨¥©, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨µ ±³¬¬  ² ª¦¥ ¨­²¥£°¨°³¥¬ , ¨ «¥¢ ¿ · ±²¼ ­¥° ¢¥­±²¢ , ¡³¤³·¨ ®¶¥-
­¥­  ±¢¥°µ³ ¨­²¥£°¨°³¥¬®© ´³­ª¶¨¥©, ¯°¨­ ¤«¥¦¨² L1. �­²¥£°¨°³¿ ®¡¥ · ±²¨ ¯® 
, ¯®-
«³·¨¬

R
jf(x)g(x)j6 1

p

R
jf(x)jpkfk1�pp kgkq + 1

q

R
jg(x)jqkgk1�qq kfkp = 1

pkfkpkgkq + 1
q kfkpkgkq,

·²® ¢® ¢¢¥¤�¥­­»µ ¢»¸¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¢²®°»¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥¬ «¥¬¬». /

�¥¬¬  15 (�¥° ¢¥­±²¢® �¨­ª®¢±ª®£®) . �³±²¼ p > 1, f1; f2 2 Lp. �®£¤ 

kf1 + f2kp 6 kf1kp + kf2kp:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �«¿ p = 1 ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ «¥¬¬» ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±¢®©±²¢  «¨­­¥©­®±²¨
¨­²¥£° «  �¥¡¥£ . �³±²¼ ²¥¯¥°¼ p > 1. �®£¤ 

R
jf1 + f2jp�(d!) =

=

Z
jf1 + f2j � jf1 + f2j

p�1�(d!) 6

Z
jf1j � jf1 + f2j

p�1�(d!) +

Z
jf2j � jf1 + f2j

p�1�(d!):
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�°¨¬¥­¿¿ ª ®¡®¨¬ ±« £ ¥¬»¬ ­¥° ¢¥­±²¢® ��¥«¼¤¥°  ± q = p
p�1 , ¯®«³·¨¬

::: 6 kf1kp �

�Z
jf1 + f2j

(p�1)q�(d!)

� 1
q

+ kf2kp �

�Z
jf1 + f2j

(p�1)q�(d!)

�1
q

=

= kf1kp �

�Z
jf1 + f2j

p�(d!)

� 1
q

+ kf2kp �

�Z
jf1 + f2j

p�(d!)

�1
q

:

�¥«¿ ®¡¥ · ±²¨ ­¥° ¢¥­±²¢  ­ 
�R
jf1 + f2j

p�(d!)
�1
q ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²® 1 � 1

q = 1
p , ¯®«³·¨¬�R

jf1 + f2jp
� 1
p = kf1 + f2kp 6 kf1kp + kf2kp, ·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼. /

� ¬¥²¨¬, ·²® ¨±¯®«¼§®¢ ­­®¥ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ­¥° ¢¥­±²¢ ��¥«¼¤¥°  ¨ �¨­ª®¢±ª®£® ®¡®-
§­ ·¥­¨¥ k � kp (p > 1) ¢¢¥¤¥­® ª®°°¥ª²­®, ²® ¥±²¼ ´³­ª¶¨¿, ±®¯®±² ¢«¿¾¹ ¿ ' 2 Lp ·¨±«®

k'kp =

�R



j'(!)jp�(d!)

� 1
p

, ®¡« ¤ ¥² ¢±¥¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨ ­®°¬» ¯°®±²° ­±²¢  Lp. �¥©±²¢¨-

²¥«¼­®:
1) k'kp > 0
2) k�'kp = j�j � k'kp
3) k'1 + '2kp 6 k'1kp + k'2kp
4) k'kp = 0 () ' = 0 ¯:¢:
(�  Lp k � k ¿¢«¿¥²±¿ ¯®«³­®°¬®©.)

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 27 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f'ng1n=1 � Lp ±µ®¤¨²±¿ ¢ Lp ª ´³­ª¶¨¨ ', ¥±«¨
k'n � 'kp ! 0.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 28 . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ f'ng
1
n=1 � Lp ­ §»¢ ¥²±¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®©, ¥±«¨

8" > 09n" 2 N : 8n; k > n" k'n � 'kk 6 ".

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 29 . �¥²°¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®«­»¬, ¥±«¨ «¾¡ ¿ ¥£® ´³­¤ -
¬¥­² «¼­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±µ®¤¨²±¿ ª ½«¥¬¥­²³ ½²®£® ¯°®±²° ­±²¢ .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 30 . �®«­®¥ ­®°¬¨°®¢ ­­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ ¡ ­ µ®¢»¬.

�¥®°¥¬  12 . �°®±²° ­²¢® Lp ± ­®°¬®© k � kp (p > 1) ¿¢«¿¥²±¿ ¡ ­ µ®¢»¬.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®±² ²®·­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢±¿ª ¿ ´³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ®²­®±¨²¥«¼­®
¯®«³­®°¬» k � kp ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ffng � �Lp ±µ®¤¨²±¿ ¢ �Lp. �» ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®
1 < p < 1 . �¨ª±¨°³¥¬ ² ª³¾ ³¡»¢ ¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ·¨±¥« "j ,
·²®

P
"j < 1. �®£¤  ¯® ±¢®©±²¢³ ´³­¤ ¬¥­² «¼­®±²¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¨§ "j ­ ©¤�¥²±¿ ² ª®¥

nj , ·²® 8n; k > nj kfn�fkkp < "j . �®±²°®¨¬ °¿¤ ¨§ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©:

jfn1 j+ jfn2 � fn1 j+ jfn3 � fn2 j+ : : := jfn1 j+
1X
j=1

jfnj+1 � fnj j: (�)

�°¨¬¥­¨¬ ª ½²®¬³ °¿¤³ ²¥®°¥¬³ �¥¯¯® �¥¢¨. �°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«­¥­¨¥ ¥�¥ ³±«®¢¨©. � ± ¬®¬
¤¥«¥, ¬®­®²®­­®±²¼ ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­®±²¼ ®·¥¢¨¤­» ¨§ ¯®±²°®¥­¨¿. �«¿ ®¶¥­ª¨ ¨­²¥£° « 
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R
jfnj+1 � fnj j § ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ��¥«¼¤¥°  ª ´³­ª¶¨¿¬ ' 2 Lp ¨ g �

1 2 Lq ¤ �¥² ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ²:

Z
j'j�(d!) 6

�Z
1�(d!)

� 1
q

�

�Z
j'jp�(d!)

� 1
p

= Ck'kp:

�®¤±² ¢«¿¿ ' = fnj+1�fnj ¨ ³·¨²»¢ ¿ ¢»¡®° nj , ¯®«³·¨¬ ®¶¥­ª³
R
jfnj+1�fnj j 6 "jC 6 "1C.

�² ª, ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» �¥¯¯® �¥¢¨ ¢»¯®«­¥­». �­ ·¨², °¿¤ (�) ±µ®¤¨²±¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³,
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ±µ®¤¨²±¿ ¨ °¿¤ fn1 +

P1
j=1 fnj+1 � fnj . �²® ®§­ · ¥², ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼ ¥£® · ±²¨·­»µ ±³¬¬ ¨¬¥¥² ¯°¥¤¥« f 2 L1. �¤­ ª® ½²¨ · ±²¨·­»¥ ±³¬¬» ° ¢­» fnk .
� ©¤¥­  ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼. �±² «®±¼ ¢»¿±­¨²¼, ¯°¨­ ¤«¥-
¦¨² «¨ ´³­ª¶¨¿ f ­ ¸¥¬³ ¯°®±²° ­±²¢³ Lp. �«¿ ½²®£® ¢ ­¥° ¢¥­±²¢¥

R
jfnk � fnj j

p < "
p
j

´¨ª±¨°³¥¬ nj ,   k ³±²°¥¬¨¬ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. �®«³·¨¬ ¯® «¥¬¬¥ � ²³:
R
jf � fnj j

p < 1.
�² ª, (fnj � f) 2 Lp,   §­ ·¨², ¨ f 2 Lp. �°®¬¥ ²®£®, ¯®±«¥¤­¥¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ®§­ · ¥², ·²®
fnj ! f ¢ Lp. �® ¥±«¨ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ (¢ ­ ¸¥¬ ±«³· ¥ ffnjg) ´³­¤ ¬¥­² «¼­®©
¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±µ®¤¨²±¿, ²® ±µ®¤¨²±¿ ¨ ¢±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ª ²®¬³ ¦¥ ¯°¥¤¥«³. /

� ¬¥· ­¨¥ 44 . �°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» ¬¥°  ¯°¥¤¯®« £ « ±¼ ª®­¥·­®© (¢ ¯°®²¨¢­®¬
±«³· ¥ 1 =2 Lq, ¨ ²®£¤  ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ��¥«¼¤¥°  ­¥¯° ¢®¬¥°­®); ®¤­ ª® ± ¬ 
²¥®°¥¬  ¢¥°­  ¨ ¡¥§ ½²®£® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿.

5.5 �¡±®«¾²­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ ¬¥° ¨ ²¥®°¥¬  � ¤®­ -

�¨ª®¤¨¬ 

�³±²¼ (
;A) | ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢®. � ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥
±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»¥ ¬¥°» ­  A .

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 31 . �¥°  � ­ §»¢ ¥²±¿  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­®© ®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°» � (®¡®-
§­ · ¥²±¿ � � �), ¥±«¨ 8A 2 A ¨§ �(A) = 0 ±«¥¤³¥² �(A) = 0.

�¥®°¥¬  13 (�°¨²¥°¨©  ¡±®«¾²­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨) .

� � � () 8" > 0 9� > 0 : 8A 2 A (�(A) < � ) �(A) < "):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¬¯«¨ª ¶¨¿ ( ®·¥¢¨¤­ . �®ª ¦¥¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ®¡° ²­®£®. �³±²¼
­¥¢¥°­®, ·²® 8" > 0 9� > 0 : 8A 2 A (�(A) < � ) �(A) < "): �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥
¬¥°  � ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­®© ®²­®±¨²¥«¼­­® ¬¥°» �. �² ª, ¯³±²¼ 9" >

0 8� > 0 9A� 2 A : �(A) < �, ­® �(A) > ": �»¡¥°¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �j ² ª®©, ·²®
1P
1
�j <

1. �¡®§­ ·¨¬ Aj = A�j , A
n =

1
[
j=n

Aj . �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ An ¬®­®²®­­ : A1 � A2 �

A3 � : : : , ¨ �An 6
1P
j=n

�Aj 6
1P
j=n

�j � ª ª ª °¿¤ ¢»¡° ­ ±µ®¤¿¹¨¬±¿, ²® ¯®±«¥¤­¿¿ ¢¥«¨·¨­ 

±²°¥¬¨²±¿ ª ­³«¾ ¯°¨ °®±²¥ n. � ¤°³£®© ±²®°®­», 8n �(An) > ". �®«³·¥­­®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥
±  ¡±®«¾²­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¼¾ ¬¥°» � ®²­®±¨²¥«¼­® � § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®. /

�°¨¬¥°. �±«¨ f 2 L1(�), ²® ´³­ª¶¨¿ A 3 A 7!
R



fd�  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­ .
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�¥®°¥¬  14 (� ¤®­ -�¨ª®¤¨¬ ) . �±«¨ ¬¥°  �  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­  ®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°»
�, ²® 9f 2 L1(
;A; �) ² ª ¿, ·²® 8A 2 A

�(A) =

Z
A

f(!)�(d!)

(®¡®§­ · ¥²±¿ ² ª¦¥ � = f � �.)

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» � ¤®­ -�¨ª®¤¨¬  ¯®­ ¤®¡¨²±¿ °¿¤ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­»µ ¯®­¿-
²¨© ¨ ¯°¥¤«®¦¥­¨©.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 32 . �¥ª²®°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ §»¢ ¥²±¿ £¨«¼¡¥°²®¢»¬, ¥±«¨ ®­® ¥¢ª«¨¤®¢®
(²® ¥±²¼ ®¡« ¤ ¥² ±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬) ¨ ¯®«­® ®²­®±¨²¥«¼­® ­®°¬», ¯®°®¦¤�¥­­®©
±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.

�°¨¬¥°®¬ £¨«¼¡¥°²®¢  ¯°®±²° ­±²¢  ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²° ­±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­®§­ ·­»µ ´³­ª-
¶¨© L2(
;A; �) ±® ±ª «¿°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ (f; g) =

R
f(!)g(!)�(d!).

�«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥¯°¥°»¢­®£® ´³­ª¶¨®­ « ,
®¯°¥¤¥«�¥­­®£® ­  £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.

�¥®°¥¬  15 (�¨±± ) . �³±²¼ H | £¨«¼¡¥°²®¢® ¯°®±²° ­±²¢®. �®£¤  ¤«¿ ª ¦¤®£® f 2 H 0

±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­»© ½«¥¬¥­² af 2 H ² ª®©, ·²® 8x 2 H f(x) = (af ; x).

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 33 . �¥°  � ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨­£³«¿°­®© ®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°» � (®¡®§­ · ¥²±¿
�?�), ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¨§¬¥°¨¬®¥ B, ·²® �(B) = 0 ¨ �(
 n B) = 0. �® ±¨µ ¯®°
¨¬¥«¨±¼ ¢¢¨¤³ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ¬¥°».

�¡®§­ ·¨¬ M(
;A) ¨«¨ ¯°®±²® M ¬­®¦¥±²¢® ±·�¥²­®- ¤¤¨²¨¢­»µ ¬¥° ­  ¤ ­­®¬ ¨§¬¥-
°¨¬®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥,   M+ | ¥£® ¯®¤¬­®¦¥±²¢®, ±®±²®¿¹¥¥ ²®«¼ª® ¨§ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ
¬¥°.

�¥¬¬  16 . �³±²¼ ¬¥°» �; � 2 M+; � 6= 0 ¨ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¢»¯®«­¥­® � � � ¨ �?�. �®£¤ 
� = 0.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . /

�¥®°¥¬  16 . �³±²¼ �; � 2 M+. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ° §«®¦¥­¨¥ � = �a + �s,
£¤¥ �s = a� �, �s?�. �°¨ ½²®¬ ­ ©¤�¥²±¿ ² ª ¿ ´³­ª¶¨¿ f 2 L1(
;A; �), ·²® �a = f � �.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. .
�®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ° §«®¦¥­¨¿ � = �a + �s.
�³±²¼ � = �+�, ²® ¥±²¼ 8A 2 A �(A) = �(A)+�(A). �·¥¢¨¤­®, � 2 M+. � ¤ ¤¨¬ «¨­¥©-

­»© ­¥¯°¥°»¢­»© ´³­ª¶¨®­ « F ­  £¨«¼¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ H = L2(
;A; �) ´®°¬³«®©
F (') =

R



'(!)�(d!): �¨­¥©­®±²¼ F ±«¥¤³¥² ¨§ «¨­¥©­®±²¨ ¨­²¥£° «  �¥¡¥£ . �«¿ ¤®ª -

§ ²¥«¼±²¢  ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ § ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±¨«³ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®±²¨ ¬¥°» � ±¯° ¢¥¤«¨¢®
­¥° ¢¥­±²¢®

jF (')j 6
R



j'(!)j�(d!)6
R



j'(!)j�(d!) +
R



j'(!)j�(d!) =
R



j'(!)j�(d!).

�°®¬¥ ²®£®, ¢ ±¨«³ ­¥° ¢¥­±²¢  ��¥«¼¤¥°  ¤«¿ p = q = 1
2
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R



j'(!)j � 1 �(d!) 6

�R



j'(!)j2�(d!)

�1
2

�

�R



1 �(d!)

�1
2

= C � k'k2; £¤¥ k'k2 ­®°¬  ¢

l L2(
;A; �)
� ª¨¬ ®¡° §®¬, «¨­¥©­»© ´³­ª¶¨®­ « F ­¥¯°¥°»¢¥­ ¢ ­³«¥,   ¯®½²®¬³ ¨ ¢±¾¤³.
� «¥¥, ±®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ �¨±±  ±³¹¥±²¢³¥² °®¢­® ®¤¨­ ½«¥¬¥­²  2 H , ² ª®©, ·²® ¤«¿

¢±¥µ ' 2 H F (') =
R



'(!)�(d!) =
R



'(!) (!)�(d!) =
R



'(!) (!)�(d!) +
R



'(!) (!)�(d!):

�§¿¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ ´³­ª¶¨¨ ' ¨­¤¨ª ²®° ¨§¬¥°¨¬®£® ¬­®¦¥±²¢  A � 
, ¯®«³·¨¬ ² ª®¥
° ¢¥­±²¢®(+):

R
A

1�(d!) =
R
A

 (!)�(d!) +
R
A

 (!)�(d!):

� ª ª ª �(A) > 0 ¤«¿ ¢±¥µ A, ²®  > 0 �-¯®·²¨ ¢±¾¤³, ¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®,  > 0 �-¯.¢. ¨
�-¯.¢.

�¡®§­ ·¨¬ B = f! 2 
 :  (!) > 1g. �²® B, ®·¥¢¨¤­®, ¨§¬¥°¨¬®; ª°®¬¥ ²®£®, 8! 2
B (1�  (!))6 0; ¨ ± ³·�¥²®¬ ° ¢¥­±²¢ (+)

0 6 �(B) =

Z
B

1�(d!) 6

Z
B

 (!)�(d!) =

Z
B

(1�  )�(d!) 6 0

² ª, ·²® �(B) = 0: � ª¨¬ ®¡° §®¬, �(B) 6 0,   ² ª ª ª � ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ , § ª«¾· ¥¬, ·²®
�(B) = 0:

�¯°¥¤¥«¨¬ ²¥¯¥°¼ ¤¢¥ ­®¢»µ ¬¥°»: �a(A) = �(A
T

(
nB)); �s(A) = �(A
T
B): �·¥¢¨¤­®,

·²® �s ±¨­£³«¿°­  ®²­®±¨²¥«¼­® � (² ª ª ª �(B) = 0 ¨ �s(
nB) = �((
nB)\B) = �(eset) =
0:) �«¿ ª ¦¤®£® ¬­®¦¥±²¢  A ±¨¬¢®«®¬ �A ®¡®§­ · ¥²±¿ ¥£® ¨­¤¨ª ²®°.

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ ° ¢¥­±²¢® F (�A �') =
R
A

'(!)�(d!) =
R
A

'(!) (!)�(d!)+
R
A

'(!) (!)�(d!)

A = 
nB, ¨ § ¬¥· ¿, ·²® ­  ½²®¬ ¬­®¦¥±²¢¥ � ±®¢¯ ¤ ¥² ± �a, ¢¨¤¨¬, ·²®
R


nB

'(!)�a(d!) =R

nB

'(!) (!)�a(d!)+
R


nB

'(!) (!)�(d!), ¨«¨
R


nB

'(!)(1� (!))�a(d!) =
R


nB

'(!) (!)�(d!).

�®±ª®«¼ª³ ¤«¿ ¢±¿ª®£® ¨§¬¥°¨¬®£® B1 � B �a(B1) = �(B1) = 0, ¯®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢®
¢»¯®«­¥­® ­¥ ²®«¼ª® ¤«¿ 
 nB, ­® ¨ 8A 2 A: �³±²¼ ' � 1. �®£¤ Z

A

(1�  )�a(d!) =

Z
A

 �(d!) > 0; (�)

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, 1 �  > 0 �a� ¯®·²¨ ¢±¾¤³. �®§¼¬�¥¬ ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¾¹³¾ ¯®-
±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯°®±²»µ ¯®«®¦¨²¥«¼­»µ ´³­ª¶¨©  n, ° ¢­®¬¥°­® ±µ®¤¿¹³¾±¿ ª ¯®«®-
¦¨²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ 1

1� . �®£¤   n(1 �  ) ¡³¤³², ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¿, ±²°¥¬¨²¼±¿ ª

²®¦¤¥±²¢¥­­®© ¥¤¨­¨¶¥,    n �  | ª  
1� : � ¬¥²¨¢, ·²® ¤®¬­®¦¥­¨¥ ¯®¤»­²¥£° «¼­»µ

¢»° ¦¥­¨© ­  ¯°®±²»¥ ´³­ª¶¨¨  n ­¥ ­ °³¸ ¥² ° ¢¥­±²¢  (�), ³±²°¥¬¨¬ ¢ ­�¥¬ n ª ¡¥±-
ª®­¥·­®±²¨:

lim
n!1

Z
A
 n(!) � (1�  (!))�a(d!) = lim

n!1

Z
A
 n(!) (!)�(d!):

� ±¨«³ ²¥®°¥¬» �¥¯¯® �¥¢¨:Z
A

1 �a(d!) =

Z
A

 (!)

1�  (!)
�(d!):

�§ ª®­¥·­®±²¨ ¢¥«¨·¨­» �a(A) ±«¥¤³¥² ª®­¥·­®±²¼ ¨ ¯° ¢®© · ±²¨ ¯®±«¥¤­¥£® ° ¢¥­±²¢ ,

®²ª³¤  § ª«¾· ¥¬, ·²® ¯®¤»­²¥£° «¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ f(!) =  (!)
1� (!) ª®­¥·­  ¨ (¯®±ª®«¼ª³

A ¡»«® «¾¡»¬ ¨§¬¥°¨¬»¬) ¯°¨­ ¤«¥¦¨² L1(
;A; �). �ª®­· ²¥«¼­® ¯®«³· ¥¬: �a(A) =
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R
A

f(!)�(d!):�²® ¨ ¥±²¼ ²°¥¡³¥¬»© °¥§³«¼² ² ( ¡±®«¾²­ ¿ ­¥¯°¥°»¢­®±²¼ �a ®²­®±¨²¥«¼­®

� ±«¥¤³¥² ¨§ ½²®© ´®°¬³«».)
�®ª § ²¥«¼±²¢® ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¨ ° §«®¦¥­¨¿ � = �a + �s.
�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¥¹�¥ ®¤­® ° §«®¦¥­¨¥: � = �a + �s = �1a + �1s : �®£¤ 

�a��1a = �1s ��s , £¤¥ ¢ ®¡¥¨µ · ±²¿µ ° ¢¥­±²¢  ±²®¨² ¢¥¹¥±²¢¥­­®§­ ·­ ¿ ¬¥°  . �®ª ¦¥¬,
·²® ®­  ¢±¾¤³ ° ¢­  ­³«¾. �³±²¼ B ¨ B1 ² ª®¢», ·²® �(B) = 0, �s(
 nB) = 0, �(B1) = 0;
�1s (
 n B1) = 0. �®£¤  �(B

S
B1) = 0,   §­ ·¨² (¢ ±¨«³  ¡±®«¾²­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨), ¨

­  ¢±¥µ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ µ ¢ B [ B1 ¬¥°  �,   ¢¬¥±²¥ ± ­¥© ¨ M = �a � �1a (ª ª
° §­®±²¼ ¤¢³µ  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­»µ ®²­®±¨²¥«¼­® � ¬¥°), ° ¢­» ­³«¾. �°®¬¥ ²®£®,
ª ¦¤®¥ ¬­®¦¥±²¢® X , «¥¦ ¹¥¥ ¢ ¤®¯®«­¥­¨¨ ª B [ B1, ±®¤¥°¦¨²±¿ ª ª ¢ 
 n B , ² ª ¨ ¢

 nB1 , ®²ª³¤  �s(X) = 0 ¨ �1s (X) = 0 , ²®£¤  ¨ M(X) = �1s (X)� �s(X) = 0. �¥¯¥°¼ 8Y 2 A

M(Y ) = M(Y \ (B [B1)) +M(Y \ (
 n (B [B1))) = 0 + 0 = 0 . �­ ·¨², �a = �1a ¨ �s = �1s .
�®«³·¥­­»¥ ° ¢¥­±²¢  § ¢¥°¸ ¾² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». /

� ¬¥· ­¨¥ 45 . �¥®°¥¬  � ¤®­ -�¨ª®¤¨¬  ¿¢«¿¥²±¿ · ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ¤®ª § ­­®£® ¯°¥¤-
«®¦¥­¨¿ (¢ ¥�¥ ³±«®¢¨¨ ¯®±²³«¨°³¥²±¿ ®²±³²±²¢¨¥ ±¨­£³«¿°­®© · ±²¨ ¬¥°» �).

� ¬¥· ­¨¥ 46 . �±«¨ � = f �� (¤«¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¬¥° ¨ ´³­ª¶¨¨), ²® g 2 L1(
;A; �)()
g � f 2 L1(
;A; �); ¨ Z




g�(d!) =

Z



g(!)f(!)�(d!):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �«¿ ¨­¤¨ª ²®°®¢ ¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ¢ª«¾·¥­¨¿ ° ¢­®±¨«¼­» ¨
° ¢¥­±²¢® ¢¥°­® ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾; ²®£¤  ²¥ ¦¥ ° ¢­®±¨«¼­®±²¼ ¨ ° ¢¥­±²¢® ¢¥°­», ¢ ±¨«³
«¨­¥©­®±²¨ ¨­²¥£° « , ¨ ¤«¿ ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨©. � «¥¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ �.�¥¢¨ ¯¥°¥µ®¤¨¬ ª
¬®­®²®­­®¬³ ¯°¥¤¥«³ ¢ ² ª¨µ ° ¢¥­±²¢ µ ¤«¿ ¯°®±²»µ ´³­ª¶¨©,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¨µ ¯°®-
¨§¢®«¼­³¾ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¨§ L1 | ¨ ²°¥¡³¥¬»¥ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ¨ ° ¢¥­±²¢®
¤®ª § ­» ¤«¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¨§¬¥°¨¬»µ ­  (
;A) ´³­ª¶¨©.

� ª®­¥¶, § ¤ ¢¸¨±¼ ¯°®¨§¢®«¼­®© g 2 L1(
;A; �), ¯®«³·¨¬ jgj 2 L1(
;A; �), ®²ª³¤ 
jgj 2 L1(
;A; f�) ¨ ²®£¤ , ­ ª®­¥¶, g 2 L1(
;A; f�). �²® ¦¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥ ° ¡®² ¥² ¨ ¢
®¡° ²­³¾ ±²®°®­³. �¥¯¥°¼ ¯®¤¡¥°¥¬ ² ª¨¥ ¯°®±²»¥ gn, ±µ®¤¿¹¨¥±¿ ª g, ·²® jgnj 6 jgj .
�¥¯¥°¼ ¯°¨¬¥­¨¬  ²¥®°¥¬  �¥¡¥£  ª ¯° ¢»¬ ¨ «¥¢»¬ · ±²¿¬ ° ¢¥­±²¢ ¤«¿ gn , ·²® ¤ ±²
²°¥¡³¥¬®¥ ° ¢¥­±²¢® ¤«¿ g . /

5.6 �¥®°¥¬  �³¡¨­¨

�¥®°¥¬ , ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ®±­®¢­®© ¢ ¤ ­­®¬ ° §¤¥«¥, ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ±¢¿§¼ ª° ²­®£® ¨­²¥£° « 
�¥¡¥£  ± ¯®¢²®°­»¬¨, ¯®§¢®«¿¿ ¢»·¨±«¿²¼ ¨­²¥£° « ®² ´³­ª¶¨©, § ¤ ­­»µ ­  ¯°¿¬®¬
¯°®¨§¢¥¤¥­¨¨ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯°®±²° ­±²¢.

�³±²¼ (
1;A1; �1) ¨ (
2;A2; �2) | ¤¢  ¨§¬¥°¨¬»µ ¯°®±²° ­±²¢  ± § ¤ ­­»¬¨
­  ­¨µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¬¨ ª®­¥·­»¬¨ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»¬¨ ¬¥° ¬¨. �«¿ ²®£®,
·²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ (²¥­§®°­®¥) ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬¥° �1 
 �2, ­¥®¡µ®¤¨¬® ±­ · «  ¯®±²°®-
¨²¼ �- «£¥¡°³ ¨§¬¥°¨¬»µ ¯®¤¬­®¦¥±²¢ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ 
1 � 
2 . �¨ª±¨°³¥¬ ±­ -
· «  ¬¥°³-(¯°¿¬®¥)¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ �1 � �2 ­  ¯®«³ª®«¼¶¥ \¯°¿¬®³£®«¼­»µ" ¬­®¦¥±²¢
P = fA1 � A2 : A1 2 A1; A2 2 A2g ¨ ­ ¯®¬­¨¬, ·²® ®­  ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­  (½²® ¡»«®
¤®ª § ­® ¯¥°¥¤ ²¥®°¥¬®© �.�¥¢¨). � «¥¥ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ±² ­¤ °²­®© ª®­±²°³ª¶¨¥© ¯°®-
¤®«¦¥­¨¿ ½²®© ¬¥°» ± ¯®«³ª®«¼¶  P ­  ¬¨­¨¬ «¼­³¾ � - «£¥¡°³, ¥£® ±®¤¥°¦ ¹³¾. � ª
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¯°®¤®«¦¥­­ ¿ ¬¥°  ¨ ®¡®§­ · ¥²±¿ ±¨¬¢®«®¬ �1 
 �2 ¨ ­ §»¢ ¥²±¿ ²¥­§®°­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥-
­¨¥¬ �1 ¨ �2,   ¥¥ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ | ±¨¬¢®«®¬ A1
A2, ¨ ­ §µ»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬
�- «£¥¡° A1 ¨ A2. �®«®¦¨¬ 
 = 
1 � 
2 .

�®¯®«­¥­¨¥ ¬¥°» �1 
 �2 ¨ ¥�¥ ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡®§­ · ¾²±¿ ±¨¬¢®« ¬¨ �1 
 �2 ¨
A1 
 A2 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®; ¬¥°  �1 
 �2 ­ §»¢ ¥²±¿ ¯®¯®«­¥­­»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ �1 ¨ �2 (±¬.
­¨¦¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 35).

�¥®°¥¬  17 (�³¡¨­¨) . �³±²¼ f 2 L1(
1 � 
2; �1 
 �2): �®£¤ 
1. �«¿ �1 -¯®·²¨ ¢±¥µ !1 2 
1 ´³­ª¶¨¿ f(!1; �) : !2 7! f(!1; !2) ¨§¬¥°¨¬ .
2. �«¿ �1 -¯®·²¨ ¢±¥µ !1 2 
1 ´³­ª¶¨¿ f ¨­²¥£°¨°³¥¬  ª ª ´³­ª¶¨¿ ¢²®°®£®  °£³-

¬¥­² , ²® ¥±²¼ f(!1; �) 2 L1(
2; �2).
3. �³­ª¶¨¿ !1 7!

R

2

f(!1; !2) �2(d!2) �1-¨­²¥£°¨°³¥¬ .

4. �®¢²®°­»¥ ¨­²¥£° «» ®² ´³­ª¶¨¨ f ±³¹¥±²¢³¾², ° ¢­» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¨ ¨µ ®¡¹¥¥
§­ ·¥­¨¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤¢®©­»¬ ¨­²¥£° «®¬:R

1

 R

2

f(!1; !2)�2(d!2)

!
�1(d!1) =

R

2

 R

1

f(!1; !2)�1(d!1)

!
�2(d!2) =

=
R


1�
2

f(!1; !2)(�1 
 �2)(d!);

£¤¥ ! = (!1; !2) 2 
1 � 
2 = 
.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �°®¢¥¤�¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±­ · «  ¤«¿ ´³­ª¶¨©, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ¨­¤¨ª -
²®° ¬¨ ¬­®¦¥±²¢ ¢¨¤  A1 � A2; Aj 2 Aj . �¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥­±²¢ :Z


1�
2

�A1�A2(!)(�1 
 �2)(d!) = (�1 
 �2)(A1 �A2) = �1(A1) � �2(A2) =

=

Z

1

�2(A2)�A1(!1)�1(d!1) =

Z

1

Z

2

(�A2(!2)�2(d!2))�A1(!1)�1(d!1) =

=

Z

1

Z

2

�A1(!1)�A2(!2)�2(d!2)�1(d!1) =

Z

1

Z

2

�A1�A2(!)�2(d!2)�1(d!1):

�¡¥¤¨¢¸¨±¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ ¢»ª« ¤®ª ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ±¨±²¥¬» ¬­®¦¥±²¢ (¨­-
¤¨ª ²®°®¢ \¯°¿¬®³£®«¼­¨ª®¢" A1 � A2) ²¥®°¥¬  �³¡¨­¨ ¢¥°­ , ¯®±² ° ¥¬±¿ ° ±¸¨°¨²¼
½²³ ±¨±²¥¬³. � ¬¥²¨¬, ·²® ±®¢®ª³¯­®±²¼ ¢±¥µ ´³­ª¶¨©, ¤«¿ ª®²®°»µ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ²¥®°¥¬ 
�³¡¨­¨, ®¡° §³¥² «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®.

�®«®¦¨¬
E0 = fA 2 A1 � A2 : ¤«¿ �A ²¥®°¥¬  �³¡¨­¨ ¢¥°­ g:

�®ª ¦¥¬, ·²® E0 = A1 
 A2 . �«¿ ½²®£®, ³·¨²»¢ ¿ ¢ª«¾·¥­¨¥ P � E0 , ¤®±² ²®·­® ¯°®¢¥-
°¨²¼, ·²® ¬­®¦¥±²¢® E0 ¿¢«¿¥²±¿ � - «£¥¡°®©. �»¿±­¨¬ ­¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  E0 .
1) �±«¨ A 2 E0; B 2 E0 , B � A, ²® A nB 2 E0 .
2) 
 2 E0
3) �±«¨ A1 � A2 � A3 � : : : ¨ 8j Aj 2 E0 , ²® [Aj 2 E0 .
�¥°¢®¥ ¨ ¢²®°®¥ ±¢®©±²¢  ®·¥¢¨¤­»,² ª ª ª �AnB = �A � �B ¨ 
 2 P ; ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼-
±²¢  ²°¥²¼¥£® § ¬¥²¨¬, ·²® � 1S

j=1
Aj

= lim �Aj . �°¨¬¥­¨¢ ²¥®°¥¬³ �¥¯¯® �¥¢¨ ª ¯°¥¤¥«¼­®©

´³­ª¶¨¨, ¯®«³· ¥¬, ·²® ²¥®°¥¬  �³¡¨­¨ ¢¥°­  ¤«¿ [Aj . �² ª, E0 ¿¢«¿¥²±¿ � - «£¥¡°®© ¨
¯®²®¬³ ±®¢¯ ¤ ¥² ± A1 
 A2 .

�¥¯¥°¼ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ²¥®°¥¬» �³¡¨­¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© A1 
 A2- ¯°®±²®© ´³­ª¶¨¨
f ¢»²¥ª ¥² ¨§ «¨­¥©­®±²¨ ¨­²¥£° « . � «¥¥, ¤«¿ ¨§¬¥°¨¬®© ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®© ´³­ª¶¨¨ f

49



±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ²¥®°¥¬» �³¡¨­¨ ¢»²¥ª ¥² ¯® ²¥®°¥¬¥ �.�¥¢¨ ¡« £®¤ °¿ ¢®§¬®¦­®±²¨ ¥¥
 ¯¯°®ª±¨¬¨°®¢ ²¼ (±­¨§³) ¯°®±²»¬¨. �³±²¼ f | «¾¡ ¿ ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿. �°¥¤±² ¢¨¢
¥�¥ ¢ ¢¨¤¥ ° §­®±²¨ ¤¢³µ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ¨ ¢±¯®¬­¨¢, ·²® ´³­ª¶¨¨, ¤«¿ ª®²®°»µ ²¥®°¥¬ 
¢¥°­ , ®¡° §³¾² «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, ³¡¥¦¤ ¥¬±¿ ¢ ¥�¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ¤«¿ f , ²¥¬ ± ¬»¬
§ ¢¥°¸ ¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» �³¡¨­¨ ¤«¿ ­¥¯®¯®«­¥­­»µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨©. /

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 34 . �³±²¼ � | ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ ¿ ¬¥°  ­  � - «£¥¡°¥ B ; ²®£¤  � - «£¥¡°  B
­ §»¢ ¥²±¿ ¯®¯®«­¥­¨¥¬ � - «£¥¡°» B (®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°» �),   ¯°®±²° ­±²¢® (
;B; �) |
¯®¯®«­¥­¨¥¬ ¯°®±²° ­±²¢  (
;B; �), ¥±«¨

1) B � B, � jB = �,
2) 8A 2 B : �(A) = 0 8B � A B 2 B & �(B) = 0
�®¯®«­¥­­®© (®²­®±¨²¥«¼­® § ¤ ­­®© ­  ­¥© ¬¥°») ­ §»¢ ¥²±¿ � - «£¥¡° , ¢ ª®²®°®©

ª ¨§¬¥°¨¬»¬ ¬­®¦¥±²¢ ¬ ®²­¥±¥­» ² ª¦¥ ¢±¥ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢ ¬¥°»
­³«¼.

8A 2 B; 8B � A; (�(A) = 0 ¢«¥·¥² B 2 B; ¯°¨ ½²®¬ �(B) = 0):

�®¯®«­¥­¨¥¬ � - «£¥¡°» B ¿¢«¿¥²±¿ � - «£¥¡°  B, ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¬­®¦¥±²¢ A � 
,
®¡« ¤ ¾¹¨µ ±¢®©±²¢®¬

9C 2 B; 9A1 2 B : A4A1 � C; �(C) = 0:

�®£¤  ­  B ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®¯®«­¥­­³¾ ¬¥°³ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: �(A) = �(A1).

� ¬¥· ­¨¥ 47 . 8f 2 L0(
;B; �) 9g 2 L0(
;B; �) : f(!) = g(!) � � ¯:¢:

�§ ½²®£® § ¬¥· ­¨¿ ¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ ²¥®°¥¬» �³¡¨­¨ ¤«¿ ­¥¯®¯®«­¥­­»µ ¯°®¨§¢¥¤¥-
­¨© ¯°®±²° ­±²¢ ± ¬¥°®© ¢»²¥ª ¥² ¥�¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ¤«¿ ¯®¯®«­¥­­»µ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨©.

5.7 �¥®°¥¬  � ­ -�®°¤ ­ 

�¥®°¥¬  18 (� ­ -�®°¤ ­ ) . �³±²¼ (
;B) | ¨§¬¥°¨¬®¥ ¯°®±²° ­±²¢®, � : B �! R1 |
ª®­¥·­ ¿ §­ ª®¯¥°¥¬¥­­ ¿ ±·�¥²­®- ¤¤¨²¨¢­ ¿ ¬¥° . �®£¤ 

0) sup
A2B

j�(A)j <1:

1) (�¥®°¥¬  � ­ )

9A1; A2 = 
 nA1 2 B :

8A � A1 (A 2 B) �(A) > 0

8B � A2 (B 2 B) �(B) 6 0:

2) (�¥®°¥¬  �®°¤ ­ )

�(A) = �+(A)� ��(A); £¤¥ �+(A) = �(A \ A1); ��(A) = ��(A \ A2):

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �®ª ¦¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢® 0). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®­® ­¥¢¥°­®, ¨ sup
A2B

j�(A)j

¡¥±ª®­¥·¥­. �®£¤  ¬­®¦¥±²¢® A1 = fA 2 B : sup
B�A

j�(B)j = 1g ­¥¯³±²®: ®­® ±®¤¥°-

¦¨² ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ 
. �®±²°®¨¬ ²¥¯¥°¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§¬¥°¨¬»µ ¬­®¦¥±²¢
A0 � A1 � A2 � A3 � : : : , £¤¥ An 2 A1 ¨ j�(An)j > n. �®±²°®¥­¨¥ ¡³¤¥¬ ¢¥±²¨ ¯® ¨­¤³ª-
¶¨¨. �® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ A0 = 
 2 A1. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ A0; : : : ; An�1 ¯®±²°®¥­». �²°®¨¬ An.
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�®±ª®«¼ª³ An�1 2 A1, ±³¹¥±²¢³¥² ¬­®¦¥±²¢® B � An�1 : j�(B)j > j�(An�1)j+ n (¯® ±¢®©-
±²¢³ ²®·­®© ¢¥°µ­¥© £° ­¨). � ¬¥²¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ®¤­® ¨§ ¤¢³µ ¬­®¦¥±²¢ B ¨«¨ An�1 nB
¯°¨­ ¤«¥¦ ² A1. �²® ¬­®¦¥±²¢® ¨ ®¡®§­ ·¨¬ An. �¢®©±²¢® j�(An)j > n ¤«¿ An�1 n B
¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¯°¿¬»¬ ¢»·¨±«¥­¨¥¬: j�(An�1 nB)j = j�(An�1)��(B)j >

��j�(An�1)j�j�(B)j
�� >

j�(An�1)j+ n� j�(An�1)j = n. �¥°¥±¥·�¥¬ ²¥¯¥°¼ ¯®±²°®¥­­³¾ (­¥¯³±²³¾!) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®±²¼ ¨, ¯®«¼§³¿±¼ ±·�¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¼¾ ¬¥°», ¯®«³·¨¬ j�(
1T
j=1

Aj)j = lim
j!1

j�(Aj)j = 1

| ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ± ²¥¬ ´ ª²®¬, ·²® ¬¥°  � ¯°¨­¬ ¥² ª®­¥·­»¥ §­ ·¥­¨¿ ­  ¢±¥µ ½«¥¬¥­² µ
� - «£¥¡°» B. �¥° ¢¥­±²¢® 0) ¤®ª § ­®.

�³­ª²» 1) ¨ 2) ¤®ª ¦¥¬ ®¤­®¢°¥¬¥­­®. �¯°¥¤¥«¨¬ ¤¢¥ ´³­ª¶¨¨ ¬­®¦¥±²¢  �+ ¨ ��
±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

�+(A) = sup
B�A;B2B

�(B)

��(A) = � inf
B�A;B2B

�(B):

� ¦¤ ¿ ¨§ ½²¨µ ´³­ª¶¨© ¯°¨­¨¬ ¥² ²®«¼ª® ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ §­ ·¥­¨¿, ¯®±ª®«¼ª³ ±°¥¤¨
B � A ¨¬¥¥²±¿ ¯³±²®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¬¥°  � ª®²®°®£® 0. �°®¬¥ ²®£®, ª ª «¥£ª® ¯°®¢¥-
°¨²¼, ®¡¥ ®­¨ ±·�¥²­®- ¤¤¨²¨¢­» (¯®±ª®«¼ª³ � ®¡« ¤ ¥² ½²¨¬ ±¢®©±²¢®¬) ¨ ª®­¥·­» (½²®
±«¥¤³¥² ¨§ ³¦¥ ¤®ª § ­­®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ \0)"). �² ª, ´³­ª¶¨¨ �+ ¨ �� ¿¢«¿¾²±¿ ª®­¥·-
­»¬¨ ±·�¥²­®- ¤¤¨²¨¢­»¬¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­»¬¨ ¬¥° ¬¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª®°°¥ª²­® ±«¥¤³¾-
¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥:

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 35 . � °¨ ¶¨¥© ¬¥°» � ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥°  j�j = �+ + �� .
�®«­®© ¢ °¨ ¶¨¥© ¬¥°» � ­ §»¢ ¥²±¿ ·¨±«® k�k = j�j(
).

�®ª ¦¥¬, ·²® � = �+ � �� ; ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®, 8A 2 B (� + ��)(A) = �(A) + ��(A) =
�(A)� inf

B�A;B2B
�(B) = sup

B�A;B2B
(�(A)� �(B)) = sup

B�A;B2B
�(A nB) = sup

C�A;C2B
�(C) = �+(A) .

� ¦¤ ¿ ¨§ ¬¥° �+ ¨ ��  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­  ®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°» k�k: � ± ¬®¬ ¤¥«¥,
¥±«¨ j�(A)j = 0, ²® ®¤­®¢°¥¬¥­­® �+(A) = 0 ¨ ��(A) = 0. �®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ � ¤®­ -
�¨ª®¤¨¬  ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ´³­ª¶¨¨ f+; f� 2 L1(
;B; k�k) (¢±¾¤³ ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¨ ª®-
­¥·­»¥), ·²® �+ = f+ � j�j ¨ �� = f� � j�j, ²® ¥±²¼ 8A 2 B ��(A) =

R
A

f�(!)j�j(d!).

�®«®¦¨¬ f = f+ � f� , ®²ª³¤  � = f � j�j . �±² «®±¼ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¬­®¦¥±²¢ 
A1 := f! 2 
 : f(!) > 0g ¨ A2 := 
 n A1 ®¡« ¤ ¾² ±¢®©±²¢ ¬¨ 2) ¨ 3), ·²® ®·¥¢¨¤­®.
/

5.8 � ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­®© ¢ ¨­²¥£° «¥ �¥¡¥£ 

�³±²¼ (
1;B1), (
2;B2) | ¨§¬¥°¨¬»¥ ¯°®±²° ­±²¢ , ¯°¨·�¥¬ ­  B1 ®¯°¥¤¥«¥­  ¬¥°  �1;
f : (
1;B1) �! (
2;B2) | ¨§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿.

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 36 . �¡° §®¬ ¬¥°» �1 ¯°¨ ®²®¡° ¦¥­¨¨ f ­ §»¢ ¥²±¿ ¬¥°  (­  B2), ª®²®° ¿
®¡®§­ · ¥²±¿ �1f

�1 ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© (�1f
�1)(B2) = �1(f

�1(B2)) 8B2 2 B2:

�¥®°¥¬  19 (® § ¬¥­¥ ¯¥°¥¬¥­­»µ) . �³±²¼ f : (
1;B1) �! (
2;B2), g 2 L1(
2;B2; �2):
�®£¤  ª®¬¯®§¨¶¨¿ g � f 2 L1(
1;B1; �1) ¨Z


1

g(f(!1))�1(d!1) =

Z

2

g(!2)(�1f
�1)(d!2):
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�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¤¥¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ : ±­ · «  ¤®ª § ²¼ ¤«¿ ¨­¤¨ª ²®°®¢ ¬­®¦¥±²¢,
ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ½«¥¬¥­² ¬¨ B2, § ²¥¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¿ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨©
¯°®±²»¬¨ | ¯® ²¥®°¥¬¥ �¥¯¯® �¥¢¨ (¤«¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ ´³­ª¶¨©), ¨ § ²¥¬ | ¤«¿ ¢±¥µ
g 2 L1(
2;B2; �2). /

5.9 �°¨²¥°¨© ¨­²¥£°¨°³¥¬®±²¨ ¨§¬¥°¨¬®© ´³­ª¶¨¨

�¥®°¥¬  20 . �§¬¥°¨¬ ¿ ´³­ª¶¨¿ f : (
;B; �) �! R1, ¤¥©±²¢³¾¹ ¿ ­  (
;B�), ±³¬¬¨°³¥¬ 

¯® ¬¥°¥ � ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±µ®¤¨²±¿ °¿¤
1P
�1

2n�f! : jf(!)j > 2ng.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. . �¥ ®£° ­¨·¨¢ ¿ ®¡¹­®±²¨, ±·¨² ¥¬ ´³­ª¶¨¾ f ¯®«®¦¨²¥«¼­®©.
1P

n=�1
2n

1P
k=n

�f! : 2k+1 > f(!) > 2kg =
1P

k=�1

1P
n=k

2n�f! : 2k+1 > f(!) > 2kg =
1P

k=�1
2k+1�f! :

2k+1 > f(!) > 2kg =
R



g(!)�(d!), £¤¥ g =
1P

k=�1
2k+11f!:2k+1>f(!)>2kg �³­ª¶¨¨ f ¨ g ¨­²¥-

£°¨°³¥¬» ¨«¨ ­¥ ¨­²¥£°¨°³¥¬» ®¤­®¢°¥¬¥­­®, ² ª ª ª 1
2g(!) 6 f(!) < g(!). � ¨­²¥£°¨-

°³¥¬®±²¼ g ¯® ²¥®°¥¬¥ �¥¯¯® �¥¢¨ ° ¢­®±¨«¼­  ±µ®¤¨¬®±²¨ °¿¤ . /
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�ª§ ¬¥­ ¶¨®­­»¥ ¢®¯°®±» ¯® ª³°±³ \�¥©±²¢¨²¥«¼­»©  ­ «¨§"

�¥±¥­­¨© ±¥¬¥±²° 2000 £®¤ , ²°¥²¨© ¯®²®ª ¢²®°®£® ª³°± .

1. �¨±²¥¬» ¬­®¦¥±²¢: ¯®«³ª®«¼¶ , ¯®«³ «£¥¡°», ª®«¼¶ ,  «£¥¡°», �-ª®«¼¶ , �-
 «£¥¡°».

2. �¯¨± ­¨¥ ª®«¼¶ , ¯®°®¦¤¥­­®£® ¯®«³ª®«¼¶®¬.
3. �³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­±²¢¥­­®±²¼ ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ¬¥°» ± ¯®«³ª®«¼¶  ­  ¯®°®¦¤¥­­®¥

¨¬ ª®«¼¶®. �®µ° ­¥­¨¥ ¯°¨ ½²®¬ ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ¬¥°».
4. �³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®£® ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ª®­¥·­®© ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°»

±  «£¥¡°» ¬­®¦¥±²¢ ­  ¯®°®¦¤¥­­³¾ ¥¾ �- «£¥¡°³.
5. �¤¨­±²¢¥­­®±²¼ ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­®£® ¯°®¤®«¦¥­¨¿ ª®­¥·­®© ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°»

±  «£¥¡°» ¬­®¦¥±²¢ ­  ¯®°®¦¤¥­­³¾ ¥¾ �- «£¥¡°³.
6. �·¥²­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¬¥°» �¥¡¥£  ­  ¯®«³ª®«¼¶¥ ®²ª°»²»µ, § ¬ª­³²»µ ¨ ¯®«³®²-

ª°»²»µ ®²°¥§ª®¢ ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®©.
7. �°¨²¥°¨© ±·¥²­®©  ¤¤¨²¨¢­®±²¨ ª®­¥·­®© ¬¥°», ®¯°¥¤¥«¥­­®© ­  ª®«¼¶¥ ¬­®¦¥±²¢.

8. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ±µ®¤¨¬®±²¼¾ ¯® ¬¥°¥ ¨ ±µ®¤¨¬®±²¼¾ ¯®·²¨ ¢±¾¤³.
9. �¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨­²¥£° «  �¥¡¥£  (®² ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ¬¥°®©).

10. �°¨²¥°¨© ¨§¬¥°¨¬®±²¨ ´³­ª¶¨© ­  ¨§¬¥°¨¬®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.
11. �¢®©±²¢  ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ­  ¨§¬¥°¨¬®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥.
12. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¨­²¥£°¨°³¥¬®±²¼¾ ¯® �¨¬ ­³ ¨ ¯® �¥¡¥£³ ´³­ª¶¨© ­  ª®­¥·­®¬ ®²-

°¥§ª¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®©.
13. �°¨²¥°¨© ¨­²¥£°¨°³¥¬®±²¨ ¯® �¥¡¥£³ ¨§¬¥°¨¬»µ ´³­ª¶¨© ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ± ª®-

­¥·­®© ¬¥°®©.
14. �¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ­¥±®¡±²¢¥­­»¬¨ ¨­²¥£° « ¬¨ �¨¬ ­  ¨ ¨­²¥£° « ¬¨ �¥¡¥£  (¤«¿ ´³­ª-

¶¨© ­  ª®­¥·­®¬ ®²°¥§ª¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯°¿¬®©).
15. �¥®°¥¬  �¥¯¯® �¥¢¨.
16. �¥®°¥¬  � ²³{�¥¡¥£ .
17. �¥®°¥¬  �¥¡¥£ .
18. �¥®°¥¬  � ²³.
19. �¥° ¢¥­±²¢® �¥«¼¤¥° .
20. �¥° ¢¥­±²¢® �¨­ª®¢±ª®£®.
21. �¥° ¢¥­±²¢® �¥¡»¸�¥¢ .
22. �°®±²° ­±²¢  Lp(
;A; �) (1 6 p <1) ¨ ¨µ ¯®«­®² .
23. �·¥²­ ¿  ¤¤¨²¨¢­®±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ±·¥²­®  ¤¤¨²¨¢­»µ ¬¥°.
24. �¥®°¥¬  �³¡¨­¨.
25. �ª¢¨¢ «¥­²­®±²¼ ¤¢³µ ®¯°¥¤¥«¥­¨©  ¡±®«¾²­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ®¤­®© ¬¥°» ®²­®±¨-

²¥«¼­® ¤°³£®©.
26. �¥®°¥¬  � ¤®­ -�¨ª®¤¨¬ .
27. � ¬¥­  ¯¥°¥¬¥­­®© ¢ ¨­²¥£° «¥ �¥¡¥£ .
28. �¥®°¥¬  ® ° §«®¦¥­¨¨ ª®­¥·­®© ±·¥²­® ¤¤¨²¨¢­®© ¬¥°» ¢ ±³¬¬³ ¤¢³µ ¬¥°, ®¤­  ¨§

ª®²®°»µ  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­ ,   ¤°³£ ¿ ±¨­£³«¿°­  ®²­®±¨²¥«¼­® § ¤ ­­®© ¬¥°».

29. �¥®°¥¬  � ­  ¨ ²¥®°¥¬  �®°¤ ­ .
30. �®±² ­®¢«¥­¨¥ ¯«®²­®±²¨ ¡®°¥«¥¢±ª®© ¬¥°» (­  ¯°¿¬®©),  ¡±®«¾²­® ­¥¯°¥°»¢­®©

®²­®±¨²¥«¼­® ¬¥°» �¥¡¥£ .
31. �®°¬³«  ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¿ ¯® · ±²¿¬.
32. �³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ­¥¨§¬¥°¨¬®£® ¯® �¥¡¥£³ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ¯°®¨§¢®«¼­®£® ¨§¬¥°¨¬®£®

¬­®¦¥±²¢  ­  ¯°¿¬®©, ®¡« ¤ ¾¹¥£® ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¬¥°®©.
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�¨²¥° ²³° .

1. �®«¬®£®°®¢ �.�., �®¬¨­ �.�. �«¥¬¥­²» ²¥®°¨¨ ´³­ª¶¨© ¨ ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ -

«¨§ . (­¥±ª®«¼ª® ¨§¤ ­¨©)

2. � ¤®¢­¨·¨© �.�. �¥®°¨¿ ®¯¥° ²®°®¢. (²°¨ ¨§¤ ­¨¿)

3. �¼¿·¥­ª® �.�., �«¼¿­®¢ �.�. �¥°  ¨ ¨­²¥£° «. (1998)

4. � «¬®¸ �. �¥®°¨¿ ¬¥°». (1953)

5. �¥¢�¥ �. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¥ ®±­®¢» ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©. (1967)

6. �¨«®¢ �.�. � ²¥¬ ²¨·¥±ª¨©  ­ «¨§. �¯¥¶¨ «¼­»© ª³°±. (¤¢  ¨§¤ ­¨¿)

7. � ª± �. �¥®°¨¿ ¨­²¥£° « . (1949)

8. �¨«®¢ �.�. �³°¥¢¬· �.�. �­²¥£° «, ¬¥°  ¨ ¯°®¨§¢®¤­ ¿. (¤¢  ¨§¤ ­¨¿)

9. �®½¢ �. �¥®°¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©. (1962)

10. � ² ­±®­ �.�. �¥®°¨¿ ´³­ª¶¨© ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¯¥°¥¬¥­­®©. (1957)

11. �¬¨°­®¢ �.�. �³°± ¢»±¸¥© ¬ ¥²¬ ²¨ª¨. �.5 (1959)

12. � ­´®°¤ �., �¢ °¶ �. �¨­¥©­»¥ ®¯¥° ²®°». �.1. (1961)

13. �¨°¨««®¢ �.�., �¢¨¸¨ ­¨ �.�. � ¤ ·¨ ¨ ²¥®°¥¬» ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ «¨§ . (¤¢ 
¨§¤ ­¨¿)

14. �³°¡ ª¨ �. �­²¥£°¨°®¢ ­¨¥. (²°¨ ¢»¯³±ª )

15. �¥¡¥£ �. �­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¨ ®²»±ª ­¨¥ ¯°¨¬¨²¨¢­»µ ´³­ª¶¨©. (1934)

16. �¨«®¢ �.�., � ­ �»ª �¨­¼. �­²¥£° «, ¬¥°  ¨ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ­  «¨­¥©­»µ ¯°®±²° ­-

±²¢ µ. (1967)

17. �®£ ·¥¢ �.�. � ³±±®¢±ª¨¥ ¬¥°» (1997)

18. �¬®«¿­®¢ �.�.,�®¬¨­ �.�. �¥°» ­» ²®¯®«®£¨·¥±ª¨µ «¨­¥©­»µ ¯°®±²° ­±²¢ µ,

�±¯¥µ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ­ ³ª, ¢»¯.4, (1976)
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